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6i, depui.^j plu'; de vingt-CT^.q an^:, il m'a été donné de rendre 
quelques service?' à l'enseignement public 8c de concourir au 
développement scientifique de quelques hommes, c'est à vos- 
précieuses leçons, à celles de feu l'instituteur COQUILHATÔc de 
feu les Majors DAUBRESSE 8c MARCHAND, ainsi qu'aux en- 
couragements de M. Victor PIRSON 8c du Major TERSSEN, que 



doivent être attribués les succès que j'ai pu obtenir durant cette 
longue carrière ; car tous vous m'avez aidé & soutenu dans mon 
rude labeur. 

En vous dédiant ce livre, je ne crois pas être quitte envers 
vous. Je tiens seulement à vous prouver que, malgré plus de 
cinq lustres écoulés, l'homme reconnaissant se souvient. 

ji. jUcowkc. 



Si le lecteur, déjà initié à la science, reconnaît que ces 
leçons présentent un caractère d'originalité et un ensemble 
philosophiques qui nous soient propres ; et si l'élève , qui 



adopte ce travail, y puise facilement les notions de la mé- 
thode de Descartes, notre but sera atteint. 
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pris sur le plan d'un angle YOX, on trace une série de transversales CBA, CB'A^... les diago- 
nales de chaque quadrilatère formé par deux transversales et les droites OX et OY, se coupent 
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quelconque et par le poiul d'iotersectiou de celte sécante avec la tangente au sommet, on mène 
une parallèle à l'axe : quel est le lieu du point de rencontre de cette sécante avec la droite qui 
joint le sommet de la courbe au point où cette dernière est coupée par la parallèle à Taxe? — 
xni. Déterminer le lieu du point milieu d'une sécante mené par un point donné à une courbe 
du second ordre. — XIV. Déterminer le lieu du sommet d'un angle constant dont les côtés sont 
tangents à une courbe du second degré. — Intersection de denx eonrfce* dn m c m m mé 
ordre. — Exercices. 

XXVP LEÇON. 

De la elreonférenec* — Formes diverses de l'équation et construction. — Théorèmes. 
I. Tout diamètre divise le cercle et la circonférence en deux parties égales. — 11. L'ordonnée 
perpendiculaire à un diamètre est moyenne proportionnelle entre les deux segments qu'elle 
détermine sur le diamètre. — 111. Toute corde est moyenne proportionnelle entre le diamètre 
mené par une de ses extrémités et sa projection sur ce diamètre. — IV. Tout angle inscrit dans 
un demi-cercle, est droit. — V. Les angles inscrits dans un même segment, sont égaux; et 
chacun vaut la moitié de l'angle au centre correspondant. — VL Si d'un point pris sur le plan 
d'un cercle, on trace une droite limitée à sa circonférence, le rectangle des segments de cette 
droite, compris entre le point et la circonférence, sera constant. Vil. !<> Deux circonférences 
ne peuvent se couper en plus de deux points. — 2» Deux cercles se coupant, la distance des 
centres est normale à la corde des intersections et médiatrice de cette dernière; de plus elle est 
moindre que la somme des rayons et plus grande que leur différence. — Deux circonférences 
seront tangentes si la dislance des centres vaut la somme ou la différence de leurs rayons. — 
4*> Deux circonférences n'auront aucun point commun si la distance des centres est plus grande 
que la somme de leurs rayons ou moindre que leur différence. — VIII. La corde d'intersection 
d'un cercle donné et d'un cercle variable passant par deux points fixes, coupe la droite de ces 
derniers points en un même point. 

XXVII^ ET XXVIIP LEÇON. 

De In tnngente h In elreonfférenee t Équation. — Théorème. Tous les points de la tan- 
gente, à l'exception du point de contact , sont extérieurs à la courbe. — Tangente par un point 
extérieur. Cercle et circonférence des contacts. — Axo radical de deux circonférences. — Centre 
radical de trois circonférences. — Tangente commune à deux circonférences. — AppUentlona 
•nr le eerele f Probljemes. L Quel est le lieu décrit par un point M d'une droite AB = <, dont 
les extrémités glissent sur une circonférence et sur un de ses diamètres OY. — 11. Déterminer 
le lieu du point dont la somme des carrés des distances à des points donnés, soit constante. — 
III. Quel est le lieu du point dont la distance à une tangente ûxe d'un cercle donné, soit égale à 
la séparation du pied de cette distance à la circonférence de ce cercle. — IV. Déterminer le lieu du 
sommet d'un angle dont les côtés tangents à une circonférence (C) , déterminent une corde des 
contacts tangente à une autre circonférence (CO- —V. Quel est le lieu du pointa égale dislance 
d'un point et d'une circonférence donnés. — VI. Trouver le lieu du sommet A d'un triangle 
CAB, dont les deux autres C c/ B glissent sur deux axes rectangulaires OX et OY — VII. Construire 
le lieu du centre d'un cercle tangent à une droite et à une circonférence données, ou le lieu des 
points à égale distance d'une droite et d'une circonférence tracées. — Exercices. 

XXIX' LEÇON. 
D«relllpae. Formes diverses de l'équation. — THÉoHfcMii. Les carras des ordonnées per- 
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pendiculaires à un axe, soDt entre eux comme les produits des segments qu'elles déterminent 
sor cet axe. — 1> — cri ytfoa de rclMime t pointillée, continue, dédiiUe de la projection d*un 
cercle. — Bcs foyers <st des dir«etriee« i Théorèmes. I. Un point est extérieur ou intérieur 
h Tellipse suivant que la somme de ses distances aux foyers est plus grande ou moindre que le 
grand axe de la courbe. — 11. Le demi-petit axe de l'ellipse est moyen proportionnel entre les 
deux segments déterminés par chaque foyer sur le grand axe. — Problème. Quel est le lieu du 
point dont la somme des distances à deux points fixes est constante et égale à 2a? — Des- 
criptioB de Telllpse ao «oyeii des foyers. — Problème géivéral. Déterminer le lieu dont 
le rapport des distances à un point et à une droite donnés soit constant ou y, m : ti, 

XXX« LEÇON. 

m 

AppliealtoBS s«r les foyers et les dlreefrlees de l'ellipse t Théorème. 1. La corde des 
extrémités de deux rayons vecteurs, passant par le foyer d'une ellipse, coupe la directrice de 
ce foyer en un point de la bissectrice de l'angle formé par Fun des rayons vecteurs et le prolon- 
gement de Tautre. — Problème. I. Construire la courbe du second ordre, connaissant un foyer 
et trois de ses points. — Théorème II. Dans une ellipse Tangle formé par un rayon vecteur, 
passant par le foyer et la parallèle menée à Taxe des foyers , par l'extrémité du rayon vecteur , 
a pour bissectrice la droite joignant cette extrémité à l'intersection de la tangente au sommet 
avec la droite Joignant le foyer au point où la parallèle coupe la directrice. — Problème. H. 
Inscrire un carré dans une ellipse. — De la tangente. — Équation. — Inclinaison de la tangente 
sur les axes de l'ellipse. — Théorèmes I. Les points de la tangente à l'ellipse à l'exception du 
point de contact, sont extérieurs à la courbe. — U. Les tangentes aux extrémités d'un diamètre 
de l'ellipse, sont parallèles. — III. Dans Telllpse, le produit des directions, par rapport à un 
axe de la courbe, d'une tangente et du diamètre du point de contact, est constant. — IV. La 
sous-tangente de l'ellipse, par rapport à un axe de la courbe, ne dépend pas que de cet axe. — 
CJonstmetlon de la tangente h l'ellipse t lo en un point de la courbe , au moyen de la 
sous -tangente; 2« par un point extérieur, au moyen des coordonnées analytiques du point de 
contact et par la corde des contacts ; et 3» parallèle à une droite donnée. — De la normale. 
Equation et sous-normale. — Normale par nn point extérieur. — Exercices. 

XXXP ET XXXIP LEÇON. 

Relations angnlalres entre la tangente h l'ellipse» la normale et les rayons 
vectenrs nMnés dn foyer an point de eontaet. Théorème. La normale de l'ellipse est 
bissectrice de l'angle formé par les rayons vecteurs, menés des foyers à un point de la courbe. — 
Coaatractiony an moyen des foyers» de la tangente * l'ellipse.— lilen de la pro- 
jection des foyers sur la tangente * l'ellipse t Solution géométrique; solution analy- 
tique. — Constmetion de la tangente é. l'ellipse par nn point extérieur là la 
eonrke. Scolies. — Applications déTeloppées. Théorèmes I. Le rectangle des distances 
des foyers d'une ellipse à une de ses tangentes, vaut le carré du demi-petit axe. — II. La per- 
perdicnlaire élevée par le foyer au rayon vecteur du point de contact d'une tangente à l'ellipse, 
coupe cette dernière droite en un point situé sur la directrice du foyer considéré. — Problèmes I. 
Construire l'ellipse dont on connaît : un foyer, la directrice correspondante et une tangente. — 
II. Construire l'ellipse dont on connaît les foyers et une tangente. — III. Construire l'ellipse 
connaissant : un foyer, deux tangentes et la direction de l'un des axes. — IV. Circonscrire 
un carré à une ellipse et déterminer sa surface. — V. Quel est le lieu du pied de la normale , 

III 
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abaissée d*un poinl situé sur le pelil axe variable d'une ellipse dont le grand axe est oonstant? 
— VL Déterminer le lieu du sommet d*un angle droit dont les cétés sont tangents à «ne ellipse 
donnée. — VU. Cbercber le lieu du sommet d*un angle dont les côtés , tangents à nne ellipse, 
déterminent une corde de contact tangente à une ellipse concentrique et dont les axes coinci • 
dent en position avec ceux de la première. — Exercices. 

XXXIIP LEÇON. 

Des dianètres* Équation. — Théorèmes I. Dans une ellipse, le produit des directions, par 
rapport à un axe, d*un diamètre et de sa corde conjuguée , est constant. — II. Les cordes con- 
juguées d*un diamètre de l'ellipse sont parallèles aux tangentes menées aux extrémités de ce 
diamètre. — Diamètres et axe* eo^fagaée. — Théorème. Le produit des directions , par 
rapport à un axe, de deux diamètres conjugués de Tellipse, est constant. — Des eordes 
sapplémentatres i Théorèmes I. Le produit des directions, par rapport aux axes, de deux 
cordes supplémentaires, est constant. Réciproques. — 11. Deux cordes supplémentaires sont 
parallèles à deux diamètres conjugués. — III. L'angle formé par deux diamètres conjugués, a 
une limite minimum et une autre maximum. — Problème. Construire deux diamètres conju- 
gués et formant un angle 6. — Théorème IV. Le diamètre du point de contact d'une tangente 
parallèle à une corde supplémentaire , est parallèle à l'autre corde supplémentaire. — AppU- 
eatloBs développées t Théorème. 1^ perpendiculaire abaissée du foyer de Fcllipse sur une 
de ses cordes, coupe le diamètre de celte corde sur la directrice de ce foyer. Problèmes I. 
Construire les foyers d'une courbe à centre du second ordre dont on connaît : le centre, deux 
points et une directrice. — 11. Quel est le lieu du sommet d'un angle dont les côtés tan- 
gents à une ellipse, sont parallèles à deux cordes supplémentaires ou à deux diamètres con- 
jugués? — III. Trouver le lieu de l'intersection des perpendiculaires abaissées des extrémités 
de l'axe transvcrse de l'ellipse, sur deux cordes supplémentaires ou sur deux diamètres conju- 
gués. — IV. Obtenir le lieu du sommet d'un angle dont un côté est un diamètre de l'ellipse et 
l'autre sa corde conjuguée passant par le foyer de droite. — Exercices. 

XXXIV ET XXXV^ LEÇON. 

Ellipse rapportée h des diamètres eonjagaés. — Scolies l , II, III et IV. — Com- 
paraison de réquation aux axes et aux diamètres conjugués. — Corde de eoataets, pôle et 
polaire. — C^nstroetlon de l'ellipse en coordonnées obUqaes* ^ Relations entre 
les axes 9 les diamètres eonjngnés et lenrs Inelinalsons nmtaelles* Théorèmes I. 
Le parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués de l'ellipse est équivalant au rec- 
tangle des axes. — II. Dans l'ellipse, la somme des carrés de deux diamètres conjugués est 
constante et vaut la somme des carrés des axes. — Scolies. — Antidations. Théorèmes I. 
Les rectangles construits sur les segments de deux cordes parallèles à deux diamètres conjugués 
d'une ellipse, sont proportionnels aux carrés des diamètres. — 11. La rectangle construit sur 
les segments d'une tangente à Tellipse, compris entre le point de contact et deux diamètres 
conjugués, vaut le carré du demi-diamètre parallèle k celte tangente. — III. La somme des 
carrés des perpendiculaires abaissés des origines de deux diamètres conjugués d'une ellipse sur 
un axe, vaut le carré de l'autre demi-axe ; c'est-à-dire que l'on aura BR* -}- DS* = a* et BP* 
4- DQ* =* 6*. — IV. Le rectangle des distances aux deux axes de l'origine d'un diamètre de l'el- 
lipse, vaut le rectangle des distances aux mêmes axes de l'origine de son conjugué; c'est-à-dire 
que Ton aura BP. BR = DQ. DS. — Problèmes I. Déterminer l'expression générale de la sur- 
face d'un parallélogramme inscrit dans une ellipse; et pour un système de diamètres conjugués: 



parallèles à ses côtés, quel sera celui maximum. — 11. Construire avec la règle et le compas , 
les intersecUons d*une droite et d*nne ellipse tangente au milieu des quatre côtés d*un paral- 
lélogramme. — 111. Inscrire un triangle équilatéral dans un ellipse donnée. ~ IV. Construire 
la courbe du second ordre connaissant trois tangentes et un foyer. — Exercices. 

XXXVP LEÇON. 

Be llijpeiibole. Formes diverses de Téquation. — Théorème. Les carrés de ordonnées 
de rbyperbole, perpendiculaires à Taxe transverse, sont comme les produits des segmenta 
(soustractift) qu'elles déterminent sur cet axe. — Description pointillée de Thyperbole. — 
Besfoyemi TnÉORtuEs I. La différence des distances d'un point de Thyperbole aux deux foyers, 
est constante et égale à Taxe transverse 2a. — Pour un point extérieur ou intérieur à l'hyper- 
bole , la différence de ses distances aux foyers, est moindre ou supérieur à Taxe transverse 2a. 

— III. Le demi-axe imaginaire de Tbyperbole est moyen proportionnel entre les deux segments 
soustractifs, dans lesquels chacun des foyers divise Taxe transverse. — Problèuc. Quel est le lieu 
du point dont 4a diff'érence des distances à deux points fixes est constante et égale à Sa. — 
Construction ponctuée et continue d'une portion d'hyperbole. 

XXXVIP ET XXXVIIP LEÇON. 

Hé ïm tangeate i Équation. — Variations de Tinclination de la tangente sur Taxe. — 
AsympCoteo. — Théorèiies I. Les points de la tangente à l'hyperbole, à l'exception du point 
de contact , sont extérieures à la courbe. — II. Aux seules extrémités de l'axe transverse de 
rbyperbole, les tangentes sont perpendiculaires aux diamètres du point de contact. — lll. Les 
tangentes aux extrémités d'un diamètre, sont parallèles. — IV. Dans l'hyperbole, le produit 
des directions, par rapport aux axes, d'une tangente et du diamètre du point de contact, est 
constant. - Sona-teiigeiite. Théorème. La sous-tangente sur un axe de l'hyperbole , est dé- 
pendante de cet axe — Taa||cat« par nm point qneleon^ne* Corde deo eonUicto. — 
Be la normale et de la oono-nonnale. — Normale par un point quelconque. — Hyper- 
bole équilatère du pied des normales. — Relations angnlalreo entre la tangente 9 les 
rajons -veetenrs et la n€»miale dn point de eontaet* — Théorème. La tangente à l'hy- 
perbole est bissectrice de l'angle des rayons vecteurs menés des foyers au point de contact. 
Corol. — roHSti'niiilon, par les fs^rers, de la tangente en nn p#lM do fhyper- 
-* Uen de la projection des fojers de ThyperlMile snr sa tangeiite* — 
Ion de la t a ng en te et, l'hjperliole par nn point estérienr. •— AppUea* 
t Tméoi^hiss : L La proj^tion d'un foyer sur l'asymptote est sur la directrice correspondant 
à ce foyer. — M. La distance d'un foyer à une asymptote vaut le demi -axe imaginaire. — III. La 
distance ë*un foyer à la projetante de l'autre foyer sur une asymptote , vaut l'axe transverse. 

— PaoBLÈMs I. Construire rhypert)ole dont on connaît : un foyer, une asymptote et nn point. 

— TwÊOMÈMfi IV. Toute portion de parallèle à une asymptote comprise entre la courbe et une 
directrice, est égale à la distance du foyer correspondant au point où la parallèle rencontre la 
courbe. — Problèmes II. Construire l'hyperbole dont on donne un point , une directrice et une 
asymptote. — lll Décrire une hyperbole connaissant un foyer, une tangente et une asymptote. 

— IV. Inscrire un carré dans une hyperbole. — V. Inscrire dans une hyperbole , un triangle 
équilatéral dont un côté passe par le centre. — VI. Déterminer le lieu des foyers des courbes du 
second ordre, concentriques et ayant deux tangentes communes. — VII. Quel est le lieu du 
sommet d'un angle dont les côtés sont langents à une hyperbole et pour lesquels la corde des 
contacts est tangente à une etliftse ayant en position et en grandeur les mêmes axes que rby- 
perbole. — Exercices. 
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XXXIX' ET XL' LEÇON. 

Des diantétrett. Equation. — Théorèmes I. Le produit des directions, par rapi)ort à un axe, 
d'un diamètre de l'Iiyperbole et de sa corde conjuguée, est constant. — II. Les cordes d*UD dia- 
mètre de rhyperbole sont parallèles à la tangente menée par rexirémité de ce diamètre. — llî. 
De deux diamètres conjugués de l'hyperbole un seul rencontre la courbe. — De» eordes 
supplémenlalres. — Théorèmes. I. Le produit des directions, par rapport à un axe, de 
deux cordes supplémentaires, est constant : Réciproques. — H. Deux cordes supplémentaires de 
l'hyperbole, sont jjarallèles à deux diamètres conjugués. — IIL L*angle de deux diamètres con- 
jugués de l'hyperbole n'est assujetti à aucune limite. — Problème. Construire deux diamètres 
conjugués de l'hyperbole et formant un angle 6. — Théorème IV. Le diamètre du point de con- 
tact d'une tangente parallèle à une corde supplémentaire, est parallèle à l'autre corde supplé- 
mentaire. — Problèmes I. Tracer une tangente parallèle à une droite donnée, 1<» par les cordes 
supplémentaires; 2« par les foyers et l'axe transverse âa. — II. Déterminer le centre d'une hyper- 
bole tracée. — Djperbole rapportée é, ses diamètres con^agaés* Scolies II. II, III 
et lY. — Comparaison de l'équation aux axes et aux diamètres conjugués — Pôle et polaire, 
eorde des eontaets. — Oonstroctlon de l*hyperbole aux diamètres oonjagaés* 

— Relations entre les parallélogrammes de 'dewx diamètres eo^Jagiaés et les 
earrés de ees derniers. Théorèmes I. Le parallélogramme construit sur deux diamètres 
conjugués d'une hyperbole, est équivalant au rectangle des axes. — IL Ladifiërence des carrés 
de deux diamètres conjugués de l'hyperbole , vaut la différence des carrés des axes. — Corol- 
laire. Dans l'hyperbole équilaière, les diamètres cofijugués sont égaux. — Applleatlons t 
Théorème. Dans deux courbes concentriques du second ordre, dont les axes coïncident en 
position, la somme des carrés de deux diamètres conjugués de la première, chacun divisé 
respectivement par le carré du diamètre de la seconde , compris sur la même direction , est 
une quantité constante. — Problèmes I. Quel est le lieu des extrémités des diamètres imagi- 
naires de l'hyperbole? — 11. Déterminer le lieu de l'intersection des tangentes menées à .une 
hyperbole et à sa conjuguée par les extrémités de deux diamètres conjugués. — Exercices. 

\LV LEÇON. 

Des asymptotes i Equation. — Théorèmes I. Toute tangente à l'hyperbole et limitée aux 
asymptotes est divisée, par le point de contact, on deux parties égales. — 11. Les portions de 
sécantes à rhyperbole, comprises entre la courbe et les asymptotes, sont égales. — IIL Toutdemi- 
diamètre de l'hyperbole est moyen proportionnel entre les segments déterminés par la courbe 
et les asymptotes sur la sécante parallèle à ce diamètre. — IV. L'aire du parallélogramme formé 
par les asymptotes et les parallèles à ces lignes par un point de la courbe, vaut la huitième 
partie du rectangle des axes, ou du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués. 

— Hyperbole rapportée A ses asjmptotcs* — Réeiproqae* — Tangente anx 
asymptotes. — Applications. Théorème. Si par deux points de l'hyperbole on trace des 
parallèles aux asymptotes, leur point de concours est situé sur le diamètre conjugué de la 
corde des deux points. — Problèmes I. Décrire une hyperbole connaissant un point et ses 
asymptotes. — IL Construire l'hyberbole dont on donne trois points et deux parallèles aux 
asymptotes. — IIL Construire une hyperbole connaissant une asymptote, une directrice et 
l'excentricité. — IV. Construire deux diamètres conjugués de l'hyperbole déterminés par les 
asymptotes , un point et la direction de l'un de ses diamètres. — V. Construire l'hyperbole dont 
on donne une asymptote et trois points. — VI. Construire l'hyperbole dont on donne une direc- 
trice, une tangente et une asymptote. — Exercices. 
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XLIP ET XLIIP LEÇON. 

•e la parabole lÉqaal ion. — THéORfciiE. Les carrés des ordonnées de la parabole, per- 
pendiculaires^ Taxe de la courbe, sont proportionnels aux abscisses correspondantes. — Des- 
cription pointillée de la courbe. — Dn foyer et de la dlreistiibe. Scolie. La distance d*un 
point extérieur ou intérieur de la parabole à son foyer est supérieure ou moindre que la distance 
de ce point à la directrice. — Problème. Quel est le lieu du point à égale dislance d*un point 
el d'une droite donnés ou le lieu du centre des cercles passant par un point et tangents à une 
droite donnée? Constroeilon pointillée et eontlnae de la parabole*— Applleatlono. 
— Problèmes I. Quel est le lieu du foyer des paraboles, ayant une directrice et qn point com- 
muns? — II. Construire la parabole dont on connaît deux points et le foyer. — III. Quel est le lieu 
du sommet des paraboles passant par un point et ayant une même directrice? — IV. Obtenir le 
lieu du foyer des paraboles ayant même sommet et un point commun. — V. Construire la para- 
bole dont on donne le paramètre, le sommet et un point. — Théorème. Dans toute parabole, 
la somme ou la différence des distances d*un point de la courbe au foyer et à une corde perpen- 
diculaire i Taxe, est constante. Quelle est celle constante? — Exercices. 



XLIV ET XLV^ LEÇON. 

Po la tangeate* Ëquation. — TmAorème. Les points de la tangente^ la parabole, à Tex- 
ception du point de contact , sont extérieurs à la courbe. — ¥ariatloaa de riadlnalaoa de 
la taB^eate sur l*axe. — > Soas^taageate. — Théorème. La sous-tangente sur Taxe de la 
parabole, vaut le double de Tabscisse du point de contact. — Construction de la tangente. — 
Po la aoraBale* — Normale par un point quelconque. — Belatlono angulaire* eatre la 
taageatetleo rajona veeteMura do polat de eoataet et la nonnale* — Théoaèhk. La 
normale de la parabole est bissectrice de Tangle formé par le rayon vecteur du point de contact 
et la parallèle à Taxe. — t^oastraetlon» par les foyers, de la tangente en an point 
de la eonrbe. — MAmm de la projeetlon du foyer de la parabole sur la tangente t 
Solution géométrique et analytique. — Conotrnetlon de la tangente par un polnrt 
extérieur. — TatoiÈME Les tangentes menées à la parabole par un point de la directrice sont 
perpendiculaires entre elles, et la corde des contacts passe par le foyer de la courbe : solution 
analytique et géométrique. — AppUeatlono. Théorème. Les paraboles égales construites sur 
un même axe et dirigés dans le même sens, sont asymptotes Tune de l'autre. — Problèmes I. 
Déterminer le lieu de la projection du sommet de la parabole sur ses tangentes. — II. Quel est le 
lie* da foyer des paraboles ayant même sommet et une tangente commune? — III. Gonslruire 
la parabole dont on connaît le foyer, une tangente et un point. — IV. Quel est le lieu du sommet 
d'un angle dent les côtés tangents à une parabole, délanDinent une corde de contact tangente 
à une seconde parabole dont Taxe coïncident avec celui de la première. — V. Décrire la para- 
bole dont on connaît : la directrice DD^ une tangente. TT' et son point de contact. — VI. Quel 
est le lieu dn sommet des paraboles ayant une tangente et un foyer communs ? — VH. Déter- 
miner le lieu du foyer des paraboles ayant même directrice DD' et une tangente commune TT'. 
— VIIL Quel est le lieu du sommet des paraboles ayant même directrice et une tangente com- 
mune. — iX. On demande le lieu des pieds des normales menées d'un même point à toutes les 
paraboles ayant même sommet et même axe. — X. Déterminer le lieu du point milieu de la 
corde de contact des tangentes è une parabole et formant un angle constantV? — XI. Quel est 
le lieu de la projection du foyer de la parabole sur ses normales? — Exercices. 

IV 



XVIII 

XLVP LEÇON. 

Hes diamètres* — Théorèmes I. Dans la parabole, le prodail des directions d*iin diamètre 
et de sa corde conjuguée, par rapport à Taxe de la courbe, est constant Jtemar^tic— II. Les cordes 
d*un diamètre sont parallèles à la tangente menée par l'origine de ce dernier. — Parabole ea 
eoordoaaées obliques spfeelales. Béelproqoe. — Pôle et polaire de la parabole* 
« ConstruetloB de la parabole en eoordoanées obliques spéciales* — TniontuE. 
Si d'un point intérieur ou extérieur à la parabole^ on trace un diamètre et une parallèle à sa 
corde conjuguée : le rectangle des deux parties de la parallèle , vaut celui du paramètre de ce 
diamètre et de la distance du point à la courbe , mais comptée sur ce diamètre. — PROBtitifE. 
Construire la parabole connaissant la direction de Taxe et trois points. — Exercices. 

XLVIP LEÇON. 

Quadratures et eubatures, — Théorème. L'aire de l'ellipse est égale à celle du cercle 
dont le rayon est moyen proportionnel entre les demi-axes de l'ellipse. — Problème. Déterminer 
le volume donné par Tellipse tournant autour d'un de ses axes. Quand ce volume est-il maxi- 
mum? — Théorème. La surface d'un segment hyperbolique a pour mesure le log. (La base 
dépend de la puissance de l'hyperbole) de l'abscisse du point extrême de l'arc de la portion de 
courbe considérée. — Théorème. L'aire d'un segment de parabole vaut les deux tiers du paral- 
lélogramme- construit sur les coordonnées de l'extrémité de l'arc parabolique et avec leur 
inclinaison mutuelle. — Problème. Le volume engendré par un segment parabolique, tournant 
autour de son axe, vaut la moitié du cylindre de même base et de même hauteur. <- Exercices. 

XLVIIP ET XLIX« LEÇON. 

Du cône droit et de ses sections planes. — Théorèmes L Les sections planes du cône 
droit sont des courbes du second ordre. — IL Toute courbe du second ordre peut se placer sur 
un cône droit ayant ^ pour angle générateur. — Cylindre droit et sa section plane* — 
Théorème. La section plane du cylindre droit appartient au genre elliptique. — t« méthode 
de détermination pour les sections du cône droit t I. Ellipse; II. Parabole et III. 
Hyperbole. — Du cône oblique et de ses sections planes* — Section anti -parallèle ou 
sous-contraire du cône. — Théorème. Tout cône oblique donne pour section plane les trois 
courbes du second ordre. 

L« LEÇON. 

Considérations générales sur les coordonnées d*un point*— Coordonnées po- 
laires* — Changement d'axe Polaire et de Pôle. — Transformation des coordonnées rectîl- 
gnes en cordonnées polaires. — Transformation d'un système polaire en un système rcctiligne. 
— Applications* Problèmes I. Déterminer l'équation polaire de la droite en fonction de sa 
distance à l'origine, pris pour pôle, et de l'angle que cette distance fait avec l'axe des X posi- 
tifs. (Les axes coordonnés étant rectangulaires). — II. Trouver l'équation polaire de la droite 
en fonction de l'angle a qu'elle forme avec l'axe polaire et de sa distance ^ au pôle. — II! Quelle 
est l'équation polaire de l'hyperbole équilatère, rapportée au centre et à l'axe transverse poar 
pôle et axe polaire? -- IV. Quelle est l'équation polaire de la clssolde?— V. Déterminer le lieu 
du point dont le produit des distances à deux points fixes, vaut le carré de la moitié de la dis- 

c 

tance de ces deux points. —VI. Que représente p = ? — Quel est le lieu de 

a COS. vt -\-b sin. o» 
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a COS. «o 

rëqtiâtioD polaire p «= a co«. « -f- * sin. « ? — VIII. Caractérisez la courbe 9 =« -; — r— . 

1 — Sin. 2 « 

IX. Obtenir Tëquation polaire de la circonférence. — EunacES. 

LP ET LU* LEÇON. 

Axes polaires de symétrie. — Asymptotes reetlllgnes ea coordoiuiées po- 
laires* — dreoBièrenee et potat asjmptotlqae. — Taageate ea coordioaaées 
" Soas-taaflieate ea eoordoaaées polaires.— AppUcatioas développées. 
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— Problèmes I. Le lieu p = admet-il un axe de symétrie? — II. Quels sont les 

1 — e COS. w 

axes de symétrie de la courbe p =» — ■■ ? — III. La Lemniscate a-t-elle des axes de 

^ sin. » 
symétrie. — IV. Déterminer les axes de p >» 6 sin. 3» 4- <>• — ^* Déterminer le^ asymptotes 



de ? as . — VI. La courbe ^ «= o tg. u a-t-elle des asymptotes? — VII. Déterminer 

I — e COS. » 

la tangente et la sous-tangente de p = ~- . VIII. Quelles sont les particularités d'in- 

i — C COS. » 

in 
clinaison de la tangente sur le rayon vecteur du point de contact de la courbe pcsa-f-^^ — 1^- 

Déterminer la tangente de la spirale d*Archimède p = o». 

LIIP, LIV ET LV* LEÇON. 

Ae l'éqaatloa polaire des eoarbes da seeoad ordre t Ellipse , Parabole et 
Hyperbole; Corollaire. — Applleatloas. — Problèmes I. Quel est le lieu de la projection 
da centre de Tellipse sur sa tangente. — H. Déterminer le lien de la projection du centre de 
Tellipse sur ses normales. — III. Quel est le lien des sommets des hyperboles ayant une asymp- 
tote et un foyer communs.~IV. Étant donnés une droite HK et un point A : on trace les sécantes 

AM, AN, AP, %\ït lesquelles on porte d*an même côté de HK une longueur constante 

MO = NO' = PO'' = ... = ï ou M'O = N'O' = P'O" = ... «== I; quel est le lieu des points H , 
N, P,... os M', N', P', (Goncbo'ide de Nicomède)? — V. A partir du centre fixe d*une hyper- 
bole équilatère, les deux parties de l*axe transverse de cette courbe s*enroulent de part et 
d'autre , sur une circonférence tangente au point milieu de cet axe : Quel est le lieu des posi- 
tions nouYelles de chaque point de cette hyperbole? — VI. Trouver dans un plan le lieu du 
point qui reçoit de deux foyers lumineux d*égale intensité, situés dans ce plan, la même quan- 
tité totale de lumière que si les deux foyers étaient réunis au milieu de leur distance. — Vil. 
Quel est le lieu décrit par le foyer d*une parabole qui se meut en restant tangente à la droite OX 
et un même point 0? — VIII. Une parabole roule sur une autre parabole fixe identique; quel 
est le lieu du sommet A' de la parabole mobile, les sommets des courbes étant en contact à 
Torigine du roulement? — IX. Trouver le lieu décrit par un des foyers d'une hyperbole qui roule 
sans glissement sar une courbe indentique. L'origine du mouvement sera celui du contact des 
Mimmets correspondants — Exercices. 

LVP ET LVIP LEÇON. 



Coastraetloa 9éoniétrl«|ae de expressioas algébrl^pies* — Exemples. x=r^^ ab; 

ahcd... 
I. « s=s ; — II. x-=- c 

fnnp. 



2» . — 
I ~|" ; ~ III. x^c \/ -r- ; — IV. X = a sin. » a ; — Y. 
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a ., ab+cd l^a« + 06 — l/a« — a6 

X == ; — VI. a « a Ig.» *; — VIF. tg. « = — -î---; VHI. x =« — — i 

sio." a a€ — bd 2a 

cdef-\- ghik — Imno 



— IX. a? 
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► / abcd , 

; — X. a? = \ / ; — XI. x = ^^a6 + cd — e/;— XII. 

V W 



2a«6«+ia«c«-4-26V— a*— 6*— c« _ /î«*— 4a«6+4a»6«— 4a*fi»+2«6« 

X = . ^ . — ; ; — Xni. ic = \ / \ — ; 

a6*4-3a6e + ae y a + 6 

— Apfilleatloii de raaatyse de P e aeaK ea ik ta résotatton des équations. — Pr^- 
BLÉEHES I. Construire les racines de Téquation du second degré. — II. Construire les racines 
des équations du 4* et du 3* degré. — III. Quelle hauteur faut-il donner à un segment sphé- 
rique à une base pour que son volume soit le quart de celui de la sphère? — IV. Insérer deux 
moyennes proportionnelles entre a et 6. — Déterminer un cube double d'un cube donné. — 
VI. Diviser un angle en trois parties égales. — Détenatnatloii approximative des raebiee 
d'nne éqaatlon. — Exbrgiccs. 

LVIII% LIX^ ET LX* LEÇON. 

Analjee des eondltlons détenulnant nae ligne. — Théorème. Toute courbe algé- 

m (m -f- 3) 
brique du degré m, exige , en général , -^ conditions. — lilmlte du aoaibre de 

eondltlons néeessalres A ta eonstruetlon d*ane ligne. — Théorismes I. Si une 
courbe doit passer par un point , on obtient une relation entre les constantes de son équation 
ou une constante pourra disparaître. — Coroli<airk. — Deux lignes tangentes déterminent une 
relation entre les constantes de leurs équations. Corollaires. — 111. Une asymptote recUligne 
donne deux relations. Coroll. — IV. Tout diamètre donné implique une condition. N. B. Scolie. 

— V. La connaissance d*un sommet équivaut à deux relations entre les constantes de Téquation 
de la ligne. — VI. Toute courbe admettant un centre donné, est assujettie à deux conditions. 
CoROLL. — Remarque. — Prorlèmes. I. Par cinq points donnés, on peut faire passer une courbe 
dn second degré et on n'en peut faire passer qu'une. — II. Déterminer la parabole passant par 
quatre points donnés. — lII.Quel est le lieu du centre des courbes du second ordre circonscrites 
à un triangle et passant par un point donné. N. B. — IV.Quelle est la courbe du second ordre tan- 
gentes à deux droites données en des points donnés et passant par un autre point donné Cor- 
ROLUiRK. — V. Trouver le lieu des sommets des hyperboles ayant une asymptote et un foyer 
communs. — VI. Trouver le lieu géométrique du foyer des paraboles ayant même directrice et 
un point commun. — Vil. Trouver la courbe du second ordre ayant un foyer commun et pas- 
sant par trois points donnés. — Théorèmes 1. Lorsque deux sections coniques sont doublement 
tangentes à une troisième, deux sécantes communes passent par le point de rencontre des 
cordes de contact. — II. Si on coupe une courbe du troisième ordre par une droite quelconque 
^ t=s , les tangentes aux points d'intersection coupent la courbe en des points qui sont en 
ligne droite. Corollaire. — UL Si on coupe une courbe du quatrième degré par une droite 
quelconque et qu'aux intersections on mène des tangentes , les huit autres points de rencontre 
de ces tangentes avec la courbe seront sur une seKStion conique. :— Exercices, 



ERRATA. Page 27b. Exerelee 4. Lisez : Tout quadrilatère formé par deux systèmes de 
cordes supplémentaires, partant des extrémités d'un même diamètre, a, pour seconde diago- 
nale, une parallèle à la tangente menée à l'origine de ce diamètre. 
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SOMMAIRE. 

HoBOfénAlté. — InUrprétation conerito des ilfaes -f- ^ -*• — Des lieux géométriques 
•t dt Imir rtpréMntetlon par la métliode de Deacartea. 

!• Le géomètre français Viète est le premier qui ait employé lalgèbre pour 
déterminer les parties inconnues d*une figure plane; mais il était réservé à 
Dbscartbs de fonder la Géométrie analytique» c'est-à-dire de créer une méthode 
générale capable de ramener la théorie des lignes et des surfaces au calcul 
algébrique. 

La géométrie analytique est dite à deux ou à trois dimensions, suivant que la 
figure considérée est plane on située dans Fespace. La première sera Fobjet de 
ces leçons. 



I^m Toute idée géométrique, physique ou mécanique, ne pourra évidemment 
être changée en conception algébrique que pour autant que les diverses gran- 
deurs qui y entrent auront été mesurées au moyen d'unités convenables, déter- 
minées ou indéterminées, indépendantes ou subordonnées. Or, cette nécessité 
donne naissance au principe suivant, base essentielle de toute analyse appliquée 
à la géométrie. 



2 Leçon 1. — Bohogénûté. 

Toute équation établie entre des quantités, sans aucune partigularisation d'uni- 
tés, est homogène. 
En effet, soit 

A« +B, + C|, + =0 (1) 

une équation établie entre lignes, les indices indiquant les degrés de chaque 
partie, et pour laquelle aucune ligne particulière n*a été prise pour unité ; on aura 



m f^ n ^ p =a 



Car, concevons que Tunité devienne p fois plus petite, son caractère d'indéter- 
mination étant conservé, chaque fecteur du premier de|^é deviendra p fois plus 
grand, et (1) sera transformée en 

p« A« + p" B« + p' Cp + « 0; {!') 

et comme (!') ne peut être différent de (1), le fecteur p devra disparaître, ce qui 
exige 

w = » = p = C. Q. F. D. 

Corollaires I. Si une équation linéaire a été établie en prenant une ligne par- 
ticulière pour unité, on la rendra indépendante de cette ligne en t introduisant 
. dans chaque terme à une puissance telle que Féquation soit homogène, 

II. Si une équation établie entre lignes n'est pas homogène, on pourra la décom- 
poser en plusieurs autres séparément homogènes, lorsque toutefois aucune Ugne par- 
ticulière n'aura été prise pour unité. 

En effet soit 

A« + B« + C^ 4- = (2) 

la relation donnée; l'unité primitive et indéterminée étant rendue p fois plus 
petite, (2) devient 

p« A« + p» B« + p" C, + = (2'). 

Or, l'équation (2') devant être satisfaite quel que soit p, on doit avoir séparément 

Am = 0, B, «0, Cp«0, C.Q.F.D. 

ScoLiE. Lorsqu'une équation présuppose l'existence de plusieurs unités indé- 
pendantes entre elles, la loi d'homogénéité conserve encore son caractère fonda- 
mental, seulement avec plus de prescriptions que dans le cas précédent puisqu'il 
sera essentiel qu'il y ait parité de degré entre tous ses termes ; soit par rapport à 
l'une quelconque des unités, soit par rapport à plusieurs d'entre elles ou à leur 
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ensemble. Cependant si les unités ont une subordination déterminée, la loi ne 
subira d'autres modifications que par le mode suivant lequel devra s'estimer le 
degré de chaque facteur : ainsi, la relation contenant des lignes, des surfaces et 
des volumes, les facteurs correspondant à ces grandeurs seront respectivement du 
premier, du second et du troisième degré. 

Remarque. Sous le point de vue géométrique, Thomogénéité n'est que l'expres- 
sion analytique de la loi de similitude. 

En effet, une figure géométrique construite à une certaine échelle, peut être 
traduite à une échelle différente sans cesser de posséder les mêmes propriétés 
principales; c'est-à-^ire celles indépendantes de sa grandeur et ne concernant 
que sa forme logique. ^, une variation d'échelle correspond évidemment à un 
changement d'unité, donc la lai dhomogénéité est traduite synthétiquemetU par 
celle de la similitude. 

Enfin, l'homogénéité ^tant un moyen constant de vérification, un appareil 
mnémonique pour retenir les formules qui revêtent alors une forme plus symé- 
trique et suggérant parfois des méthodes de calcul plus promptes ou plus élégantes ; 
il est urgent que le lecteur acquière de bonne heure ce qui peut être dénommé le 
sentiment de Vkomogénéitéy analogue à celui de la continuité : tous deux essentiels 
aux études analytiques appliquées aux conceptions synthétiques. 

latcrprétatioii concrète dem signes -\- ci — • 

3. Les idées de situation se réduisant à la détermination complète d'un point, 
il nous suffira de montrer comment de pures considérations de grandeurs peuvent 
suffire pour ce cas spécial et cependant général. 

Or, il est évident qu'un point situé sur un plan (cette restriction suffisant à ces 
leçons) se trouverait complètement fixé si, à la condition d'être situé sur une droite 
tracée sur ce plan et distant d'un point fixe (origine) d'une longueur donnée, on 
ajoutait la direction suivant laquelle cette longueur doit être portée : ainsi a la 
NOTATION de cette direction se borne toute la difficulté de cette détermination; 
Descartes leva cette unique mais grave difficulté par un splendide usage de sa 
découverte en philosophie mathématique sur la représentation spontanée de l'op- 
position de sens par l'opposition des signes + ei — dans toute relation de l'abstrait 
au concret, pour toute grandeur qui, comptée sur une direction fixe, comporte une 

INVERSION nettement CARACTÉRISÉE. 

Ainsi, toutes les fois que sur une ligne donnée, on mesurera des distances à 
partir d'un point fixe (origine) , si on affecte celles prises dans un sens du signe 
+^ il faudra affecter les longueurs portées en sens contraire du signe — . 

Ce précepte, base fondamentale de la méthode Cartésienne, n'a encore été que 
vérifié et ne pourra peut-être jamais être soumis à une appréciation générale; et 
probablement cela tient à ce qu'il est suùgénéris. Cependant, quelques esprits ont 



i Liçon I. — Des libux GÉOHtTUflOBs. 

voulu faire surgir ce précepte de ce que les quantités positives o» négatives ont 
pour source primitive m Excts dans lequel la grandeur k soustraire est moindre 
ou supérieure à celle dont elle doit être diminuée ; mais il est ii observer que dans 
la consIructioD géométrique qui aidait à la conception indiquée, la quantité négative 
était portée en tenx inverse de ceUe positive, c'est-à-dire qu'on admettait à pi-iori le 
précepte. 

Quoiqu'il nous laille accepter, quant k présent du moins, la nécessité de la 
démonstration inductive du précepte Cartésien, tout en Ini conservant son vrai 
sens : sens consistant en ce que toute véritable inversion dans les grandeurs con- 
crètes, qui en sont susceptibles, se traduit analyliquemenl pjr le changement de 
signe des valeurs abstraites correspondantes; .cependa^Bon existence peut être 
motivée ainsi qu'il suit : Soient et A deux points fixes sur la ligne W, et M 
un point mobile sur cette ligne. En posant 
OA >= a, X et ic'p les distances du point 
mobileau point et A, nous aurons 

x — a + s^, (1) 

pour la station de M , de M ii droite de A ; 

x = a — 3if. (2) 

correspondrait k la position H, entreO elA; 
et M en H, â gauche de donnerait 

i = i'-.. (3) 

Ainsi trois formules seraient indispensables pour caractériser les diverses 
situations de H par rapport k l'origine 0, tandis qu'une seule suffit en disant 
emploi du principe de Descartes; car (1) contient (2) en considérant AN, comme 
NËCATiP par rapport à AM, , et (1) remplace ^;alement (3) en remarquant que (2) 
peut être substitué k (3) lorsque x" dépassant a, OH, sera considéré négativement 
par rapporta OM, ou OH,. 

Cet aperçu éminemment philosophique, est dû k H. Cournot, le savant recteur 
de l'Académie de Dijon {De Forigine et des limites de la eorrespondanee entre 
(Algèbre et la Géométrie). 

4. Toute ligne passant par un point donné ou demandé peut être caractérisée 
du nom de GeNËRATRicE de ce point, et on comprend immédiatement que la déter- 
mination d'un point exigera au moins la connaissance de dedx gënëratrices de ce 
point. Donc, si ces deux génératrices ne peuvent admettre chacune qu'une seule 



MtTHOUE DES COORDOnnÉES. S 

gmndeuretwte seule position, le point n'admettra qu'iHi mmbre limité àe situations 
et ie problème appartiendra au genre dit .- détermine. Si, au conli-aire, le couple de 
génératrices peut admettre une infinité de positions, l'ensemble des points communs 
i chaque couple constituera une ligne continue ou ditcontinue qui est appelée le 

UEU ou POINT DEHAHDË. 

Ceci posé, afin de passer du simple au 
composé, examinons le cas où les deux 
génératiiccs du point seraient des droi- 
tes parallèles ^deux droites fixes tracées 
sur le plan contenant le point en question; 
et soient OX et OY ces dernières droites, 
dénommées axet coordonnés, l'une d'elles 
OX prend le nom d'axe des abscisses ou 
(fe« X et l'autre celui CCaxe des ordonnées 
ou des Y, et leur point de rencontre 
s'appelle communément Yorigine des coordonnées, ^fin, l'angle 9 que forme ces 
axes est dit l'angle des coordonnées, souvent cet angle est dkoit et les axes sont 
alors RECTANGULAIRES ; dans tout autre cas, ils sont dits obliques. 

Maintenant si M est un point situé dans l'angle YOX, il aura les droites PM et 
QM pour génératrices rectilignes parallèles aux axes coordonnés XX' et YY', 
tandis 'que M' admettra PTW' et QTH', M" les droites P^M" et (TM", et enfin M" 
sera le lieu de l'intersection de V"W et Q^M*". 

Le lecteur reconnaîtra immédiatement que H et M"' pouiraient admettre une 
génératrice commune et que M et M' ou M" et M'", -etc., se trouveraient dans le 
même cas. Ainsi, toute la diSicullé consiste à distinguer les génératrices non 



Or, les droites MM™ et M'M" couperaient alors l'axe des X en des points P et I*" 
situés de part et d'autre de l'origine des axes et par suite les valeurs numériques 
de OP et de OP* devraient être affectées de signes contraires ; il en sera de même 
pour les longueurs OQ et OQ" qui détermineraient la coïncidence de MQH' et 
M''Q''M"'. Ainsi, si nous affectons du signe + les longueurs portées sur OX et OY 
à partir du point 0, il faudra faire précéder du signe — celles comptées sur 
OX' et OY'. 

On désigne communément par le nom A'abscisse la distance OP et par celui 
^'ordonnée la longueur OQ; la première s'appelle encore l'x du point M et l'autre 
Vy du même point; et leur ensemble prend encore le nom de coordonnées du 
point M. 

Il est facile de reconnaître que dans le cas à'axes rectangulaires, les coordonnées 
d'un point ne sont autre chose que les distances de ce point aux axes. Toutefois il 
est avantageux, pour l'entente philosophique de la géométrie analytique, de laisser 



6 Leçon 1. — Ëquation d*un lieu. 

à Fabscisse et à Tordonnée d'un point leur caractère général ; c'est-à-dire d'ÉTRE la 

REPRÉSENTATION ANALYTIQUE DES GÉNÉRATRICES DE CE POINT. 

De ce qui précède, il résulte que 1^ pour un point situé dans l'angle 

YOX X et y seront positifs, 

Y'OX' rc et y seront négatifs, 

YOX' X NÉGATIF et y positif. 

XOY' X positif et y négatif. 

2^ Tout point situé sur un des axes coordonnés aura (24pt4, pour l'autre 
coordonnée : ainsi sur l'axe des Y, a; »» ; et y »» , ouractérisera un point 
situé sur la droite des X. 3^ Enfin, l'origine aura pour symboles analytiques 

[a;«0, y = 01. 

£S. Maintenant que nous savons déterminer sans ambiguïté la position d'un point 
sur un plan au moyen de deux génératrices rectilignes parallèles aux axes coor- 
donnés ; concevons une ligne quelconque tracée sur le plan des axes, et que nous 
ayons mené chaque couple de génératrices déterminant chacun de ses points ; 
supposons, de plus, qu'il existe entre l'abscisse et l'ordonnée, fixant chacun d'entre 
eux, une relation constante et de nature à être exprimée algébriquement par une 
équation ; alors, cette dernière prend le nom d'ÉQUATiON de la courbe, et la courbe 
est aussi dite le lieu de l'équation : Ainsi un lieu géométrique n'est autre chose 

QUE l'ensemble DE TOUS LES POINTS QUI JOUISSENT d'uNE PROPRIÉTÉ COMMUNE, El^ EN 
GÉNÉRAL, CES POINTS SE SUCCÈDENT SANS DISCONTINUITÉ SELON UNE LIGNE DROITE 
OU COURBE. 

Du reste, en exprimant brièvement cette équation par 

F (rc,y,a,fc,c, ) «0 (1) 

(s'énonçant fonction de a;, y, ) ; a, 6, c étant des quantités constantes, on recon- 
naît qu'on pourra construire tous les points de la ligne, en donnant successivement 
à l'une des variables (dénominations ordinaires de â; et de y), âi; par exemple, toutes 
les valeurs convenables; c'est-à-dire susceptibles de donner à l'autre, ici y, des 
expressions réelles. 

La variable à laquelle on attribue une valeur s'appelle indépendante^ tandis 
que l'autre variable, qui se déduit de (1), prend la désignation de dépendante. 

L'équation d'une ligne se met souvent sous la forme 

(2) y «qp(a:,a, *,...) ou x ==* v^y, a, ft,...) (2') 
qui s'appelle alors explicite^ tandis que (i) est dite implicite. 
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Enfin, il est utile de faire remarquer, dès à présent, que la courbe (1) ou (2) 
couperait Taxe des X en des points , caractérisés par le système des équations 

F(a:, y, a, *, c,...)=«0 et y = 0, 

ou simplement par 

(p(x,a, *,...) = 0; 

et ses intersections, avec Taxe des ordonnées, par 

F (^> ff» fl» *>•••) = ^vec «=0, 

ou bien par 

+ (y, «,*,...) = 0. 

* 

De plus, le lieu (1) passerait par l'origine des coordonnées si son équation était 
vérifiée par 

[x^O, y«0]. 

De ce qui précède, il résulte encore que les points de rencontre de deux courbes 
sont analytiquement déterminés par la considération simultanée de leurs équa- 
tions. 

O. Nous ne sommes pas encore en possession de tous les éléments néces- 
saires à la détermination de Téquation d'une ligne connue par quelques-unes de 
ses propriétés , ou de trouver ces dernières connaissant Téquation de la courbe ; 
et cependant déjà nous comprenons toute Tutilité qu*a dû tirer la science de la 
méthode de Descartes ; et , de plus, nous nous apercevons immédiatement que 
toute difficulté ne pourra provenir que d'une seule question. Gomment exprimer 
analytiquement telle ou telle propriété géométrioub, ou réciproquement. La 
suite de ces leçons nous l'apprendra en partie, et plus tard les calculs transcen- 
dants compléteront cette étude. 
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T. Nous avons reconnu qu*une parallèle à Taxe des Y était analytiquement 
caractérisée par 

a; ra a = constante; 

et qu*une droite semblablement disposée par rapport k Taxe des X, avait pour 
expression 

y = 6 ss constante : 

aelb pouvant être de signes quelconques. Enfin, le lecteur saisira facilement que 

y^x et y^—x, 

seraient les équations des bissectrices des angles des coordonnées de même signe 
ou de signes contraires; et que sans rien préjuger de la forme de Téquation d*une 
droite quelconque, on ne pourrait espérer une forme plus simple qu'une des pré- 
cédentes; aussi allons-nous exposer immédiatement une théorie qui nous per- 
mettra de classer les courbes et de déterminer les axes coordonnés auxquels il 
faut rapporter Tune d'elles pour que son équationsoit la plus simple possible, ou, 
du moins, qu elle soit plus apte à mettre en évidence certaines de ses propriétés. 
Cette théorie est celle de la transformation des coordonnées et a pour but : JEtant 
donnée VéqaaXion d'une courbe par rapport à un certain système d'axes^ trouver sa 
représentation analytique par rapport à un nouveau système de coordonnées déter- 
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mttt&f OU devant $atùfaire à ceriaims conditions; et le problème, ainsi posé, se 
réduit évidemment à trouver les valeurs des coordonnées anciennes en fonction des 



Nous distinguerons deux cas : 

I. — Dëpucbment simple de l'orIgine , c'est-à-dire les nouveaux axes étant pa- 
rallèles aux anciens, même sous le point de vue de leurs signes. 

Soient OX et OY les anciras axes , OX, 
et OY, les nouveaux ; a et fr désignant les 
coordonnées OB, O'B de U nouvelle ori- 
gine 0' ; nous aurons, pour les anciennes 
variables {Cig. 3) , 

OP et MP, 
tandis que les nouvelles sei-ont 
O'P' et MP*. 
Or, évidemment 

OP = OB -I- CP", j i x^a+j^, 

MP = 0'B+MP', i '^ i y='b + y-; 

en accentuant les nouvelles coordonnées pour les distinguer des anciennes. Gepen* 
dani, dans la pratique, on se contente de changer 

j; en I + a et y eay + b. 

II. — Déplacement m l'orii:ine et altération de la direction des axrs. 

Soient OX et OY les anciena 
axes, OX, cl OT, les nou- 
veaux, a el b les coordonuf-cs 
de la nouvelle origine 0', » 
et a' les angles formés par les 
axes des X el des Y positifs 
nouveaux avic l'axe des X 
positifs anciens (fig. 4), 

Mous avons d'abord 

a « OP = OB + O'Q + P-R = a + O'Q + P'R (D . 
S = MP = O'B + FQ + MR =- é + Ftt + MR (2). 

S 
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Ainsi , tout se réduit à déduire O'Q, P'Q , P'R et MR en fonction de a?', y\ a, a 
et 6 ; 9 désignant Fangle des anciens axes positifs. 

Or, dune part le triangle OT'Q donne, en accentuant les coordonnées 
nouvelles, 

sin. O'QF : sin. O'P'Q :: O'P' : O'Q ) ( sin. : sin. (0— «) :: a:':0'û, 

sin. O'QP' : sin. P'O'Q :: O'P' : P'Q ) ^" ( sin. 9 : sin. « y.x'i P'Q. 

d'où 

^.^^ ..- sin. (9 -a) ^^ p^Q^îl^IlL?. 
sin. 6 sin. 9 

D'autre part le triangle MP'R fournit 

sin.MRP':sin.P'MR::MP':P'R 1 | sin.9:sin.(e— a')::»':P'R. 

sin.MRP: sin. MP'R :: MP':MR î °" j sin.Grsin.a' ::y':MR, 



d'où 



p.^^y'sin.(9-«-) ^^ MR = ?:il^; 
sm. 9 sm. 9 



et par suite les équations (1) et (2) deviennent 

ic'sin.(û — a) + w'sin.(9 — a!) , , «'sin.a + t/'sin.a' 

x=^a-\ : — et y=b-\ : — , 

sm. 9 sin. 9 

ou, abréviativement, 

ir'sin.(X,Y)+y'sin.(Y.Y) ^ . a;'sin.(X,X)+y'sin.(Y,X) 

sm. (XY) sm. (XY) 

Telles sont les formules générales pour passer d'un système de cooi^ionnées 
obliques à un autre système quelconque et d'origine différente. 

®. Voici maintenant ce que deviennent les expressions précédentes dans les 
cas les plus usités. 

I. L'ancien système est rectangutaire. Il est évident que tout se ré(fuit à poseï' 
9 = 90», d'où 

X =s a -+- x' COS. a ^- y' cos. a et y =^ b + ù^ sin. a + V' ^^^' *'» 
ou 
X =a + a:'cos.(X,X) + y' cos.(Y,X) et y=b + x' sin. (X,X) + y' sin. (Y^X). 
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II. Les deux systèmes sont rectangulaires. Alors 9 = 90* et « == 90** + a ; donc 

x^=s a +x' COS. a — y' sin. « et y =^b -{-x' sin. « + y' cos. a, 
ou 

X = a + x' COS. (X,X) — y' sin. (X,X) ei,y^b+x sin. (X,X) + y' cos. (X,X). 

III. Ije nouveau système est seul rectangulaire. Ainsi a = 90** + a; il vient 
alors 

, x'sin . (G — a) — v' COS . (ô — a) , a:' sin . a + v' eos . a 

;i;=a-l î^ 't-^ ^ et y^b + r-^-f , 

sm. e sm. 

ou 

j_-a I ^^si»»(X,Y)— ycos.(X,Y) __^ , ^^sin.(X,X)+y cos.(X,X) 

■^ sin. (XY) "^ ^ "^ sin.(XY) 

N. B. Ce dernier cas est peu usité. 

^"•. Remarques I. — On comprend facilement que les formules précédentes 
ne seront généi*ales que pour autant que 

1® 9 désigne langle que forment les anciens axes positifs ou négatifs ; 

2* a et a peuvent varier de 0** à 360* ; 

S"" aeib expriment numériquement et géométriquement les coordonnées de la 
nouvelle origine ; c*est-à-dire contiennent leurs signes propres d'après la position 
de la nouvelle origine, d'après les anciens axes. 

II. Les quantités a^b, a et a qui entrent dans ces formules de transformation 
sont des constantes fixant la position des nouveaux axes par rapport aux anciens. 
Ces quatre constantes doivent être regardées comme connues et données à priori, 
toutes les fois qu on veut rapporter le lieu à de nouveaux axes déterminés ; mais 
M arrive souvent qu'on exécute une substitution de coordonnées, avec le dessein 
d'introduire un certain changement dans l'équation de la courbe, par ex., défaire 
disparaître certains termes de son équation : dans ce cas a, &, a et a deviennent 
des constantes indéterminées que l'on calcule de telle sorte qu'il en résulte les 
simplifications exigées. Du reste 9 est toujours donné à priori, c'est-à-dire qu'on 
ne peut en disposer. 

Enfin, le nombre de termes à faire disparaître indiquera le nombre des indéter- 
minées à inti'oduire et par suite le système de formules dont on doit faire usage. 
De plus, comme le cas le plus général de transformation n'emploie que qiuUté 
constantes, on peut dire que fortuitement, seulement, plus de quatre termes pour 
ront être éliminés. 
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0« N. B. Plus tard, nous ferons connaître un autre système de génératrices 
d'un point et qui constitue un mode dit en coordonnées polaires , tandis que celui 
dont nous venons de nous occuper prend le nom de coordonnées rectilignes. 

CkuMUieAtloB «l«s lieux et de leurs é^nailoni. 

10« Les géomètres ont nécessairement étudié les lignes dans Tordre où elles 
se présentaient, ainsi la droite et le cercle se sont offerts spontanément; ensuite 
les lignes résultant de Fintersection des surfaces par un plan ont surgi naturelle- 
ment ; de là, les sections sphériques , cylindriques et coniques , mais comme ces 
dernières renfermaient celles énoncées précédemment , ils ont dirigé leurs efforts 
intellectuels sur les seules sections coniques qui font l'objet principal de ces leçons. 
- La méthode de Descartes a modifié profondément Tétude des lignes, en les 
représentant par des équations; aussi est-ce dans ces dernières quon les cherche 
maintenant. 

Ceci posé , toute équation 

a; (x,y) = 

est dite algébrique, lorsque les variables x Qi y ny entrent pas en exposant y en 
logarithmes y en lignes tiigonométriques ou en arcs; et la courbe qu'elle représente 
est alors dite algébrique. 

Lorsqu'une équation en a; et ^ n est pas algébrique, elle est appelée transcen- 
dante et sa courbe porte le même nom. 

11* Les UGNES ALGÉBmQUES sout classéos d après le degré en :c et ^ de leurs 
équations. L'ordre de la ligne est l'exposant de ce- degré ; et ce classement est 
logique, puisque nul changement d'axes coordonnés ne peut altérer ce degré, 
car les coordonnées anciennes en fonction des nouvelles sont des expressions du 
premier degré. 

Remarque. — Il peut arriver dans certains cas qu'une transformation de coor- 
données abaisse le degré par rapport à une des variables, ainsi 

x^ — Zxy + i/"' ^ 

devient du second degré seulement en y, loi*sque les axes primitifs étant rectangu- 
laires, on prend pour nouveaux axes les bissectrices des anciens. 

N. B. On profite souvent d'un tel abaissement partiel, pour simplifier la résolu- 
tion de la fonction qui représente un lieu, et par suite la construction de ce dernier. 



Théorèmes eoneernuut lu déeompoaltlon d'un lieu. 

Théorème L 
Si une équation entre les coordonnées x et y est de la fùmie 
9 (X, y) X cp' {x, y) X 'p" (X, y) x = 0, 
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elfe a pour expression géùméiriqus UnUes les lignes étonnées par 

?(«,y)-0, <p'(a:,y)«0, (p" {«•»)« 

« 

En effet, chacune des dernières équations vérifie celle proposée. 

GoROUAiRE. TatUe équation algébrique a'une variable du m*^^ degré, représe^Ue 
m droites parallèles à taxe dont la variable n'entre point dans t équation. 
Car toute équation algébrique a une inconnue 

Ax"» + Ba;«-* + (lr"-«+ = 

admet m valeurs pour Xy et chacune d'elles caractérise une parallèle à Taxe des Y. 
N. B. Quelques-unes de ces droites peuvent être imaginaires ou se confondre. 

Théorème II. 
TouJte équation de la fortm 

[cp (a;, y)] *• + [^ («, y)] *• = 0, 

caractérise les points ^intersection des lieux donnés par 

9 {«, ») «« et t\, {Xy y) = 0. 

En effet, ces dernières relations sont les seules qui puissent vérifier Téquation 
proposée. 

Théorème III. 

Une droite ne peut couper une ligne algébrique de tordre m en plus de m points. 

Soit 

a> (Xy y) =- 0, 

Téquation de cette courbe rapportée à la droite donnée, prise pour axe des abscisses, 
on obtiendra les points de rencontre en posant y &= o : or, Téquation résultante 

^ (X) -= • 

ne pourra être d'un degré plus élevé que m. Donc, x n'admettra au plus que m 
valeurs réelles dont chacune, prise avec y =» 0, caractérise un seul point sur Taxe 
des X. 

Corollaire. — Les équations du premier ordre en \ et y ne peuvent donc repré- 
senter que des droites. 

Car les lieux qui en résultent ne peuvent être coupés par une droite en plus 
d'un point. 



U Leçon II. — Théorèmes suk les lieux. 

Théorème IV. 

Si une éqtiation (Ugëbrique du degré m 

9(a:,y)«0 (1)' 

est satisfaite par les coordonnées de plus de m points en ligne droite^, cette équation 
est décomposable en deux facteurs dont l'un est du premier degré et Vautre du 
degré m — 4 . 
En effet, si nous prenons cette droite pour axe des X, (1) deviendra 

9 (a + ma: 4- wy, /> + m'x + w'y) = 0, (2) 

et les points de rencontre avec Taxe des abscisses seront donnés en posant y*=0, 
c est-à-dire par une relation de la forme 

^ (a + mXy b + mx) = 

du m"*"* degré au plus; et comme cette équation ne peut donner plus de m 
valeurs pour x, il faut nécessairement que (3) soit satisfaite quel que soit Xy 
en posant 

c est-à-dire que (2) est de la forme 

y. i (X, î/) « 0; 

d'où, en revenant des nouvelles coordonnées aux anciennes , on obtient 

(*\ + w', ^ + n', g). ^ [a' + w, a: 4-n, y, b\ + m', x + n\ j/] = 
pour Féquation (1). G. Q. F. D. 

Théorème V. 

Tovie équation algébrique homogène en \ et y du degré m caractérise m aroites 
passant par Corigine. 

En effet, Téquation proposée sera de la forme 

ou privée du terme indépendant des variables. 
Or, on obtient, en divisant par x**, l'équation 

|)-+b(|)-+o(ï)--+... +K.0, 
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admettant m valeurs 



doù 



jl /,' jl «" y tjt» 

«c M/ «r 



y^n'x, y = a"a?, y — a'"jî,.... ; 



c'est-à-dire des droites (Théor. III, CaroL) passant par l'origine, puisque 

X « donne y •« 0. 

N. B. Quelques-unes de ces droites peuvent être imaginaires et dautres se 
confondre, suivant que des valeurs a\ a", sont imaginaires ou égales. 

Théorème VI. 

Toutes les lignes passant par les points de rencontre de 

?(«,tf)=*0 et ^(a;;y)«0, 
sont données , x étant une constante déterminée ou indéterminée , par 

<f(x,y) + \^(x, y) = Q. 

* 

En effet, cette dernière relation est vérifiée par les deux premières prises 
simultanément et caractérise alors leurs points d'intersection. G. Q. F. D. 

13. N. B. On ne se borne pas à classer les courbes en ordres d'après le 
degré de leur équation, on cherche encore à les décomposer en genres; c'est ainsi 
que nous reconnaîtrons plus loin que les courbes du second ordre admettent 
TROIS genres distincts caractérisés des noms : I Elliptique , II Hyperbolique et 
m Parabolique; et que le troisième genre peut être considéré comme étant uno 
dégénérescence de chacun des deux premiers. 

Exercices. 

I. Construire les points 

[a;=l,y=l]; [«=— l,y=2]; [x=— l,î/ = — 4] et [x= — l,y== + 8]. 

II. Qu« représânte 

x*+y*— ; «'— -î^*=0 ; x*+xy=0 , «y—O ; n«+y»+«'-=0 ; xy—ax=Q ; 

(a:— a)»+(y— ft)«=0 ; («— 3)«+(»+8)»+7=0 ; 3y»— 8a:î/+»»=0 ; 

y*-4xy+Zx*'=0 ; 3y*— 8j;y— 3a;«+30a;+27=0 ; 

(x-a) (y+b) [(x-7)»+(j/+4)»]-0 ; 

(x-a){y-b)=0; H [(x-î/+a)»+(ir+v-a)«](x-2)(î/+3)-0? 
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III. Déterminer l'équation du lieu 

aï* + »* — 6x + 4y + 12 = , 

les axes restant parallèles et l'origine se transportant au point (3 , — 2). 

IV. Faire disparaître les termes du l*' degré de 

x^ — 3xy + §tf« — 3i^ + ox + 1 = 0. 

V. Que représente 

y« COS. 29 + ixy cos. 9 + a?' = 0? 

VI. Que devient 

x^+y^ + xy—i^O, 

lorsque l'angle des axes de 60o se change en 90o et que l'axe des X reste invariable? 

VII. Paire disparaître le rectangle des variables de 

y« — ary + x* — 2/# — 2fcr + P « 0, 

les axes restant rectangulaires. 

VIII. En déplaçant l'origine, faire disparaître les termes du premier degré de 

y« 4. xy — 2a;« — 2y — 2a: -f 3 « 0. 

IX. Faire disparaître les carrés des variables de l'équation précédente, en conservant 
l'origine et changsant la direction des axes; puis éliminer les termes du l^' degré de l'équa- 
tion transformée par un déplacement d'origine. 
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s* la droit* ou lign* dn premier ordre. — ProUèmei t thiorimei inr la droite 
ft le point EzardcM. 

■4. Nous avons déjà reconnu que les lignes du premier ordre ne pouvaient 

être que des droites ; mais, afin de ne laisser aucun doute il ce sujet, nous allons 

chercher directement l'équation de la droite et passer en revue les diverses 

formes de cette équation, eu égard aui 

diverses conditions auxquelles la droite 

peut être assujettie. 

Soit Z'BL une droite déterminée par 
son intersection B [x = 0, 1/ ^ ft] avec 
l'axe des Y et par l'angle k qu'elle forme 
avec l'axe des X positifs; et soient {x, y) 
les coordonnées d'un point quelconque 
M de Z3L, le triangle MBQ donne 

MO : fiû :: sln. IfBÛ : sin- BMO ou y ^b :x :: sin.a : sin. (d— «), 
d'où 

OU 

y sin. (9— a) — x sin « — t sin. (6— a) — 0; 
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G'esl'à-dire que l'équation du premier degré à deux variables 

Ay + Bx + G ~ (2) 

sera la forme analytique d'une droite. 
N. B. On considère ordinairement la forme {1} , qui peut s'écrire 



y -^ax + b 



m-. 



alors, la constante a s'appelle angulaire parce qu'elle a pour valeur le rapport dbs 

SINUS DBS ANGLES PORHfiS PAH LA DAOrTB AVEC LBS AXES DES X KT nSS Y POSITIFS, et 

pour cette raison se dénomme euote kMBcnoH de la droite. De plus , dans le 
cas d'axes rectangulaires, comme on a 



sin. (6— a) 8in.(90»— < 



V"^ <M10 _ "" ^' ' 



on reconnaît que cette direction vaut la tangente trigonomëtrique de l'ancle 

FORME par la droite AVEC l'aXE DES ABSCISSES POSITIVES. 

Enfin, la constante b prend le nom de linéaire, comme représentant l'ordonnée 
A l'oricinb de u drofte ; c'est-à-dire ta dUtance de l'origine au point où la droite 
coupe taxe des Y, 

Ceci posé, nous disons que réciproquement : Ums Us points caractérisés par 



Ay + Ba: -f C — 



sont en ligne droite. 



M''0" sin-lTM-Q" ' 
M'Q" sin. M'M"Q"' j 
IW'O"' sin. W'WQ" I 
M"Q"'"sin.M'^"'<r', 



En effet, dflaiions kxle» nJéars 
QV (x-), flP" |icl et OP-'tO, et 
soient UV, M"P" et 8Ï*"F" les 
valeurs correspondantes de l'or- 
donnée; nous en déduirons les 
points M', M" et M™ du lieu (2). 
Ged posé, en désignant par 
a et a.' les angles que M'M" et 
M"W forment avec l'axe des X 
positifs ; nous aurons, d'une part 

y"— y' _ sin.g 
I af — af sin. (9— «)' 

ic*"— «"""sin. («—«')' 



Angle d'une droite avec l'axe des X. i9 

et d autre part > à cause de la situation des points BT, M" et W\ 



Ay' + B*' + C =- 0, \ 
Ay" + Ba/' + C = 0, ! 


d*où 


( îT-y' B 

\ ar — «' ^ A' 
i f'-f B 


Ar + BaT + C — 0, ) 




[ x"'— «" A' 


et par suite 






sin. a 




sin. a' 



sin. (9— a) sin. (9— «y 
doù, en développant et réduisant , 

sin. 9 sin. (a — a') = 0. 
Mais sin. 9 ne peut être nul , donc 

a^^ ci ou a = a + ^^; 

c*est^à-dire que les points M\ M'' et M'^' sont bien en ligne droite. G. Q.F. D. 
Corollaires I. — L*équaUon 

Ay-f-Ba: = ou y«=séuc, 

caractérisera une droite passant par Forigine. 

En effet, cette dation est satisfaite par les coordonnées [x=^0, 2/«^0] de 
ce point. 

IL — Les équations 

Ay+C = et ftr + C-:0, 

représentent des droites respectivement parallèles à F axe des X et à Vaxe des Y. 
ScoLiE. Enfin 

Xy + hx + C=--0 et Ay4-Ba; + C' = 0, 
sent deux parallèles. 

Problème I. 

Étant donnée CéquaUon âlune droite 

y mnax + b, 

calculer Vangle que cette droite forme avec Vaxe des X positifs. 



D Leçod m. — Dhoitb bn roNcnoN des coordouhées a l'okiguib. 

Désignons par a l'angle cherché et par 9 celui des axes, nous savons que 
sin. a „ . a sin. 9 



1 + a COS. 9' 

Cette expression de tg. a. n'étant point mondme, ne peut servir au calcul 
logarithmique; or, on a 



1 + tg. i e tg. « 
d'où, en remplaçant tg. x par sa valeur, 

tg. ^ 6 — a (sin. 6 — cos. 6 tg. J 6 



'• ' 1 + a (COS. e + sin. 6 tg. j 



mais on a 



tg. U Ô — «) - j-p^ ig. i 9. 

ScouB. Si 6 = 90, on peut employer immédiatement la formule 
Ig. « = o; 
ou, la précédente donnant 

1_— o 
'\ 

Pkoblëhe It. 
Déterrniner Féqaation d'une droUe en fonction des coordonnées à Corigine. 

Soient {x', 0) les coordonnées du 

point B où la droite coupe l'axe des 

X, (0, y') celles de l'intersection 

avec Y; x' et y' sont dites les coor- 

i données à rorigine de la droite BG. 

I Désignons maintenant par (x, y) 

I les variables d'un point quelconque 

j M de la droite BC ; les triangles 

semblabltis BMP et BGO donnent 



DKOm Bit FOHCTIOK K SA M8TAKCB A L'OUGtHB OU DB DBDX POINTS. 

OC : MP :: OB : BP ou y' : y :: sf : xf — x, 



'1. 



N. B. Cette forme, éminemment symétrique, est très-importante k retenir pour 
certaines applications. 

PnoBLËMB m. 

Trouver Véquation de la droite, en fonction de sa distance d à Vorigine et de» 
onglet « et |3 qu'elle (orme avec les axe* positifs. 

Or, 3 est évidemment ici la projection 
de la somme des coordonnées OP [x] et 
PH {y) d'un point quelconque M de la 
droite, donc 

OQ-1-QD=0D ou xcos.a+ycos.|3— 'ô. 

N. B. Cette forme est aussi imporlanlc 
que la précédente. 

PROBL&MB IV. 

Trouver Féquatioa d'une droite passant par deux poirUs donnés [x', y'] et [xf, jH- 

L'éqoation cherchée est de la forme 

y — ax + b {i), 

aetb sont les constantes angalaires et linéaires inconnues. 

Hais, cette droite devant passer par les deux points donnés, nous aurons les 
éqaations de condition 

(2) y -= ftr' + ft et y" = flx" + ft (3). 

Ainsi, tout se réduit à résoudre (3) et (3) par rapport aux constantes inconnues 
a et b, et à substituer leurs valeurs dans (1); cette double opération s'exprime 
brièvement en disant : que l'équation demandée résidera de Vdimination de ces 
constantes entre (1), (2) et (3). 

Or, (1) et (2) donnent, par voie de soustraction. 



•a[x — x-) (4); 



9S LiçoN in. — Droite passant par un point et P4RAi4«ftLE a iqa DRoni; donnée. 
puis de (2) et (3) on déduit, de la même maaièret 

^-f^a(ixf-ix!% d'où «-^E5 ^*^* 

donc (4) devient définitivement 

^ — tf' 

y—y'^^zT^^^—^"^ ^) 

Discussion. Cette équation (D) convient également au cas même ob la droite 
serait parallèle à un axe. En effet» soit y^ » y' : on obtient 

caractérisation iTune paraUèle à Vaxe des X. En posant af^af dans (D), d*abord 
résolue par rapport kx — a^, il vient 

X'^x'; 

c'est-k-dire, une paraUèle à Y. 
Enfin, ixf' « x' et y" — y' réduit (D) k 

» — y'- Q {« — «'); 

et rindétermination est géométriquement bien évidente, puisque les deux points 
sont confondus en un seul. 

Remarques I. — L*équation (4) est trfes-importante à noter dans la mémoire, 
car elle est celle d'une droite passant par un point donné [a/, yf] : En effet, elle 
est vérifiée en posant simultanément 

x^=^x' et y «= y'. 
II. — La valeur (a) indique que : la direction d'une droits passant par deux 

POINTS vaut la différence DES ORDONNÉES DE CES POINTS , DIVISÉE PAR LA DIFFÉRENCE 
DES ADSCISSES DES MÊMES POINTS, PRISES DANS LE MÈNE ORDRE. 

Proelème V. 

Déterminer Péquation d*une droite passant par un point [x', y'] et paraUèle à 
ufu droite donnée [y «:» ax + b]. 
D'abord , l'équation demandée est de la forme 



a' étant encore inconnu. 



ExxaacBs. 23 

Ensuite, la droite éunt parallèle à celle ayant a pour direction, on a évidem- 
ment 

a' *^a^ 
d'où 

pour la relation cherchée. 



I. Comtrnin 1m droitM 

»+2a!-=0, y+x+i"^, SiT— 2y+4«0 et 8y+îa>-0. 

II. IMUrminer les équations dM droitM pauant par lea couples de points : 
[(0,4), (1,-1)]; [(2,3), (2.4)]; [(1,1), (_2,_2)] et [(0,-^»), (0,-J)]. 



III. Quelles sont les éqnsiions des droites menées par le point (a, 0) et formant nn 
angle de 4S^ ayec Taxe des X? 
rv. TrottTer les équations des diagonales da quadrilatère ayant pour sommets 

(2,-S), (-3,4), (1,-1) et (6,-6). 

y. Les axes coordonnés formant Tangle 6 , déterminer la condition pour que les droites 

Ay + Rt + C « et K'y + Wx + C^O 

forment des angles éganx avec les directions opposées de Taxe des X. 

V. Quel est l'angle formé avec l'axe des X par chacune des droites 

y,y/j^x-\'i=0, 2î^— ar+4-=0, y— 3a:«0 et 3y— &r+9«=0? 

(Les axes étant d'abord rectangalaires , puis formant un angle de 60^) 

VI. Former l'équation de la droite dont la distance 3 à l'origine fSsit arec l'axe des X un 
angle de 45» et ayec l'axe des T un angle de 20^. 



IV* LEÇON. 



SOMMAIRE. 

ite de* Problimm k ThéorèmM tor la droite * 1« point. — Szcreloot. 

Problème VI. 

■m 

Déterminai' le point d'intersection de deux droites. 
Soient 

D) y = ax + b et y = a'x + b' (D' 

les droites données. 

Tout d*abord, il est évident que si on construisait ces droites, le point demandé 
serait immédiatement fixé ; mais ce qu*on veut , ordinairement , ce sont les coor- 
données de ce point : or, il est certain que cela revient à résoudre simultanément 
les équations (D) et (D) comme deux équations à deux inconnues, ce qui détermine 
alors les génératrices rectilignes parallèles aux axes. 

En effectuant les calculs indiqués par la théorie précédente, il vient 

b' — b ab' — ba' 

X = ; et y = 



a — a a — a 



Discussion. L a ==^ a donne 



b'- b a [V - h) 
ar = — ^ = 00 et y^ g =<x; 



en effet, les droites sont dors parallèles. 
IL fl = a' et 6 = i' fournissent 



c'est-à-dire le symbole de Tindétermination, puisque todrot^ cawkrfdewl : en eflfet, 
elles sont parallèles et passent par un même point situé sur Y. 



Distance entre deii points. — Angle de deux droites. 3g 

Problëme vu. 
TVouwf la distance entre deux point» [x', y'] et [x", y"]. 

En supposant d'abord les axes rectangu- 
laires, nous avons spontanément, par le triangle 
recungle WU'Q, 



ou, à cause de M'Q — = i" — n' et de M''Q - 



M'M" - t/(a^ — ar')» + (!r-ï')». 

Cette formule, d'un énoncé fecile, convient k 
U>utes les positions des deux points, pourvu toutefois que leurs coordonnées soient 
considérées avec les signes caractérisant leurs positions par rapport aux axes. 

Si maintenant les axes sont obliques et forment l'angle 0, le triangle oUiquangle 
Vni'Q, donnera 



M'M" = |/M'Q' + M"Q» + fM'Q. M"Q. cos. 6, 
parce que 6 est le supplément de l'angle M"QM'; et par suite 

M'M" = / (x" ~3ri' + (3f' — yY + Six" — «0 (iT — îrt cos. 6. 
ReiiARatiB. Les formules précédentes deviennent, en supposant qu'un des points, 
[a:', y'] par exemple, soit l'origine 



MTtf" = (/.t"' + v"' et MM" = (/i"* + y"» + Sr" y" cos. 6. 
PROBLËMB VIII. 
Déterminer fangie de deux droites. 
Soient 

(D) y = a* + i» et y "= ffl'a; + 6' (IV) 

les droites données. o ■ j -, . 

Supposons les droites tra- 
cées et les axes rectangulaires; 
nous avons 

«■ = V + « d'ob V = a'— «; 
et par suite 

Or, 



^ Leçon IV. — Relations entre les directions de deux perpendiculaoues. 

donc 

a! — a 
Ig. V = -TT—. (tg. V). 

Ainsi, la tangente trigonométrique (axes rectangulaires) de Fangle de deux dixn- 
teSf vaut la différence des directions de ces droites, divisée par Vunité augmentée du 
produit de ces directions. 

Si maintenant nous considérons le cas d*axes obliques, la formule (1) subsiste 
toujours, mais tg. a et tg. a', déterminées par les relations 

sin. a , sin. a 

a =: -- — : et a =» 



sin. (9 — a) sin. (0 — a')' 

donnant 

a sin. G , a' sin. 6 

tg. a = —- et tg. a 



1 + fl COS. 1 4- fl' COS. 6 ' 

on en déduit 

V (g' — a) sin. 

*•• 1 + iMi' + (a + a') cos, 6 **^'' ^\ 

Discussion I. (D) et (D') sont parallèles : il vient, à cause de V «= «» 180^, 

tg.Votttg., V«0 d'où a = a', 

II. (D) et (D') sont rectangulaires : alors V = 90*; donc 

tg. V ou tg. , V = 00 , 
ce qui exige 

•1 -^ aa' = ou 1 + aa' + (a + a) cos. 6 — 0; 

et par suite 

4 , — 1 — a cos. 

a «= — — ou a = 



/i a -{- cos. Ô 

Ainsi, dans le cas d*axes rectangulaires, la direction d'une pet^pendiculaire à une 
droite, vaut In valeur inverse, prise en signe contraire, de la direction de cette 
dernière. 

Problème IX. 

Trouver Véq\w,tion de la^ distance d'un point \\\ y'] à une droite [y « ax 4- bl 
et cette distance eUe-méme. 

L'équation de la pei^pendiculaire sera de la forme 

y — y =^ a' {x — a*l 



DlSTAMCE D*UN fOINT A UNE DROITE. ^ 

avec la condition, les axes étant supposés rectangulaires, 

1 + aa' «= 0, 



doù 



y-y'--^(x-x') (P) 

a 



pour la représentation analytique de la normale demandée. 

Quant k la valeur numérique i de la distance du point (x\ y') à la droite 
(y *a ox + 6), elle sera donnée par 



a: et y étant les coordonnées du pied de la normale. Or, Téquation de la droite 
donnée peut s*écrire 

y — y'~a{x — if) — {y — ax' — b) (D); 

d'où, par sa combinaison avec (P), 

, aM — as! — b) , y — ax' — b 
X — x' = --^ et V — v = — : 

et par suite 

y' — ax' — b 

Remarque. Cette valeur de $ étant purement numérique, on devra affecter le 
radical du même signe que le numérateur. 

Si maintenant nous considérons le cas d*axes formant un angle 6, on aura 

— 1 — a COS. 9 

a =— ; 

i +a COS. 9 

d'où 



et i'^l/(x—xV + {}f—y)^ + i{x—x'){y—t/)cos.9, 



— 1 — a COS. h ^ , ^, 

i + a COS. 



pour l'équation de la perpendiculaire , et 

^ (y' — aaf — b) sin. 9 



1/ 1 4- a* + 2(1 COS. 9 



(^) 



N. B. Il est souvent utile de connaître les formules (d) et (^, lorsque la droite 
donnée est de la forme 

Ay + ftr + C = 0; 



iS Leçon IV. — Droite meméb par im point et formant tm angle V avec une autre droite. 

pour cela il suffit de changer a et * respectivement en — ^ et — j , ce qui 
donne 

Ay+&c^+G ^ (Ay'+Ba;'+C)sin.e 

= et = — ■ 

^ A*+B« 1/ A»+B«— 2AB ces. 6 

Ces formules s'énoncent et se retiennent facilement, lorsqu'on les compare à 
Féquation de la droite donnée. 

Remarque. — La distance d de lorigine des coordonnées rectangulaires à nno 
droite étant 

on en déduit pour Féquation de cette ligne, en fonction de sa direction a et de (î, 

Cette relation est importante à noter, parce qu'elle représente la tangente au 
cercle ayant l'origine pour centre, d pour rayon et a étant la direction de cette 
tangente. 

Problème X. 

Déterminer Péquatùm de la droite passant par un point [x', y'] et formant un 
angle V avec une droite [y = ax + b] donnée. 

Soit Ô l'angle des axes , nous aurons , en appelant a' la direction inconnue de 
la droite demandée, 

* \7 . (ft' — o) sin. G 

tg. V (w ± m = ^ 

l+fla'+(a+a')cos.e' 

et nous affectons tg. V du double signe ± , parce que deux droites qui se coupent 
font entre elles deux angles supplémentaires. 
La relation précédente donne 

— a sin. =F m ^ ma cos. G 
a == — 

± ma ± m cos. 6 — sin. 9 ' 
et, comme la droite a primitivement pour équation 

y — y'«=a'(j: — j?'), 
il vient 

, —a sin. 6 q= m q= wa cos. Q 

y—}f = — \ ^-T-(x — x') 

± ma ± m cos. 9 — sm. 9 

pour la fonction demandée. 



BlSnCTSKE DE L*àRGLB DE DEUX DROITES. ^ 

Donc» deux solutions; c'est du reste une conséquence immédiate d'un théorème 
de géométrie élémentaire. 

Cas partiguliers. I. 6 »= 90® donne 

— a T m 

y — jf^- J ^ — ^ • 

± ma — 1 

II. e » V » 90® donnent d'abord , à cause de m » oo , 



»-»'« 


g- («-«'): 


mais, comme on a aussi 




— a ^ m 


m 


±am — 1 


±a A' 


il vient, en posant m — oo , 


• 


00 


^ 1 1 


00 


± a a 


cest-à-dire 




î^-y-- 


a ' 



Ce dernier résultat démontre ce théorème de géométrie élémentaire : d'un point 
on ne peut abaisser* qu'une perpendiculaire sur une droite donnée. 

Problème XI. 

Former Véquation de la bissectrice de Vangle de deux droites, (Les axes seront 
supposés rectangulaires). 

Soient 

D) y^ax + b et y^a'x + b' (D' 

les droites données. 

n est évident que cela revient à déterminer le lieu des points à égales distances 
des deux droites (D) et (D'). Or, en désignant par (X,.Y) les coordonnées d'un 
point quelconque du lieu ; on aura, pour ses distances à (D) et à (D'),. 

Y — a\ — b Y — aTL — b\ 

et par suite , pour n'omettre aucune solution , 

Y — gX — 6 _ Y — aT^ — y 



30 I^çoK IV. — AiBB D'en nuHGU. 

d'où 






V/a's + l T ^a^ + i l/a' + l T 1/ a* + 1 

Ainsi, le lieu se compose de deux droites perpendiculaires entre elles , car le 
produit de leurs directions vaut moins Funité; c*est du reste une des propriétés 
des bissectrices des angles formés par deux droites convergentes. 

Problème XIL 

Exprimer Faire d^un triangle y en fonctùni des coordonnées de ses sommets (Axes 
rectangulaires). 

Soient (x^,t^), {x!\ ^') et ((x!'\y*') les coordonnées des sommets; en désignant 
par B la longueur de la base des 4^ux derniers sommets , nous avons 



et pour son équation 
avec la condition 

/ - r 



a 



a!'—ixr' 



Ceci posé, en désignant par h la hauteur abaissée du sommet (x!^)^ nous 
avons également 

d*où , en remplaçant a par sa valeur. 



h = 



et par suite 

BA ou 2T = (tf'— y")(^— «'") — (A*'— ^"Xy"— y"')- 

N. B. Dans le cas d'axes obliques, le second membre de cette équation serait 
multiplié par sin. Q. 



I. Déterminer la distance des points (^1,4) et (3, 7), pour dea axes : 1« rectatiguiaires, 
^ foimant l'angle de 90^. 



EXKRCICBS. M 

n. Calcaler la surface du triangle ayant pour 8ommet« 

(1,1), (—1,2) et (—1,1). 

m. Déterminer l'équation de la droite passant par le point (3, — 2) et formant un angle 
de aoo avec 2y — Bx + l =^ {axes rectanguiaires). 

IV. Quelles sont les coordonnées de l'intersection des droites 

x + ys=zi et y — x — 2«0? 

V. Mener par le point ( — 1, 5) une droite formant un angle de 60o avec X'\-y l/S'^m 1, 
{axes rectangulaires), 

VI. Quelle est la distance du point (l, — 2) A la droite X'\-y — 3 «s {axes !<> rectangU' 
laires, S» formant un angle de 45»)t 



X n 

VII. Distance du point (a, h) A la droite 1- ^ » I {axes rectangulaires). 

a 

VIII. Trouver les équations des diagonales du quadrilatère ayant pour côtés 

IX. Quels que soient les axes coordonnés, déterminer l'angle des droites 

y-j-ir==0 et y — ar-eO. 

X. Les droites 

£ + !_, „ 5+._,, 

formant avec les axes coordonnés des triangles équivalents, déterminer les droites qui 
passent par leur intersection et l'origine 

XI. Déterminer {axes rectangulaires) l'angle des di^oites 

a: + y\/r— et x — y[/r^i; aî + 3y = l et x — Sy«=l. 

XII. Calculer {axes rectangulaires) le cosinus de l'angle des droites 

y — nu; » et m'y + x =» 0. 

{cas particulier m! « m) 

XIII. Quelle est la distance {axes rectangulaires) de deux parallèles > 



y. LEÇON. 

SOMMAIRE. 

&DiU dn proUèmi t UiéorimM snr la droit* et la point. — borolco* 

ThëorBhe I. 

Data un triangk, tes trou hauteurs se antpent en un même point. 

Supposons les axes rectangulaires, 
un des cAtés pour axe des X et une de 
ses extrémités pour origine; nous aurons 
pour la hauteur abaissée 

dusommot(a:",y^...ir= af.. (H*) 

dusommet(0,0) ...»= -;;—*• (H) 

dusommel(a;',0) ...y— —-;(«— «T (H") 

^Oi-, comme X = x" donne pour (H) et (H') 

x" {x ' — x") 



r'est-k-dire la même ordonnée, le théorème est démonti-Cr. 
N. B. Les coordonnées du point d'intersection sont 



THioitius sm Lk utoin bt le khnt. 
Théorème II. 



Im coordonnées du point milieu d'une droite valent respectivement ta demi- 
somme des coordonnées analogues des points extrêmes. 



Ce théortme est une coQséquence 
immédiate des trapèzes formés par la 
droite el les parallèles aux axes, me- 
nées par ses exlrëmîtés et son point 
milieu. 



Thëokëhe III. 

Les médianes d'un triangle se coupent en un même point situé au tiers de 
chaaaie d'elles, à partir de la base. 

En prenant pour axes coordonnés, deux des cOtés du triangle; nous aurons. 
pour la médiane 

«- ' 

du sommet (0, ) y •= ^ « (M). 



2»"/ a:'\ 

du sommet (0, y ) y -= — ^1 ^""71- 

du sommet {*', 0) . . . . . y = — a~A^ — sf) . . 



m% 



2.T' 

Or, deux quelconques de ces trois 
droites donnent pour les coordon- 
nées de leur intersectiou 

r'est-à-dire un point unique. 

C. Û. F. D. 
De plus, les valeurs des coor- 
données du point G indiquent bien 
que ce point, communément appelé 
centré de gravitéda ti'iangle, est situé au tiers de chaque médiane, à partir de la base. 



!B Lbçon V. — TtatioiAMks son L1 HOITK bt lb foiiit. 

THËORËn IV. 
Lee perpendiculaires ilevées par les milieux des côtés dun triangle w coupent en 
un même point, centre du cerde circonscrit à ce triangle. 

Supposons les axes rectangulaires, l'axe des X coînddaat avec ub des 
cAtés du tmogle et rôti|i(ie ti rnnê des 
extrémités de ce cAté. 

Nous aurons, pont- les perpendicn- 
lair^ 



■ (P) 






Or, en combinant (P) soit avec {PO. soit avec (P"), on obtient, pour l'ordonnée 
des intersections. 



2 ^ 2y" • 

c'est-ft-dire un seul point. C. Q. F. D. 

D'un autre c6té, en cherchant les distances du point précédent k chacon des trois 
sommets, on a 

c'est-à-dire une quantité constante. Ainsi ce point est bien le centre du eercU dT- 
conscrit on triangle propos4. 

ThëorEwe V. 
Les milieux detquaUvcdtés d'un quadrilatère sont le* sommets d'un paraUéUgramme. 
En effet, la droite MM' a pour direction 

_? ?_«, fc*: 

i i 

et celle de M"M'" 8er» 

»"+r ._ »'+»" 

S S •"=»» 

. im i — ljë . 



Tmiii«i||ssii|.i4i>wtrmTU('«^ ?S 

donc ces droites sont parallèles. On démontre^^t de même que HBp" et HIT 
sont anssi parallèles , il s'ensait que la figure MMITM'" est bien un parallélo- 



TlÈOBÉMg VI. 

Le tint de» point* à égaiei dûtaiKes de deux points donrtês, est la médiatrice 
perpen d i o êU âr e à la droite panant par ces deux points. 

Conme il s'agit ici de distances entre points, prenons encore des axes rectaq- 
golaires; désignons par {x, y) les coordonnées d'un des points du lieu demandé 
et par (xf, y^, (3^, j^ les denz points donnés , nous avons spontanément 

(« — «T + (» — lO' = (ï - «^» + (K - ir)\ 



g'-jT . sr*-af + i r — ^ 

»— i^:7'+ 737 = (^) 

c'est-i-dire l'équation d'une droite perpendiculaire il celle passant par (x*, y) et 
(z*, ^ : de plus, cette équation (?) étant vérifiée par les coordonnées du point 
nilifu de la droite des deux points, le théorème est démontré. 

ThSoMhb Vil. 

Le rectangle maximum inscrit dans un Oiangle a pour hauteur la moitié de 
eelie du triangle, et la surface vaut la moitié du triangle. 

Soient (0, 0), (a^,0) et {«', ft 
les trois sommets A, G et B du 
triangle, et soit 

Ï = A.... (MM') 

l'équation de la base MM" du rec- 
tangle et parallèle au cdté [(0, 0), 
(^', 0)1- 

Ceci posé, nous avons pour les 
cdtés Afi et BG 

AB)... ï-|« " y-jT^zi^**-^- <BC 

et, en remplaçant y par h, il vient, pour les abscisses des points H et M', 



36 UsçoM V. ^ Thëor&iibs sur la droite et le point. 

donc, pour MM', qui est la différence entre AF et AP, 

MM' = ^ — 7 A = -7 • 

i y 

Ceci posé , soit k* la surface maxima demandée , on a 

d'où 

Or, k ne sera réel que pour 

aï" < 4 ' 
do« 

Maximum Jfc^ ^ -f. « ^ (i jT»') =- \ surface ABC ; 

4 






et 



r 

ft = |. C.Q.F.D. 

2 



Ainsi la construction se réduit : à mener par le milieu delà hauteur BI , 
aW parallèle àACetà abaisser de ses intersections avec AB et BC, des perpendi- 
culaires sur AC. 

Théorème VIII. 

V équation de la droite passant par le point (a, b) «t par Vintersection des droites 

XV XV 

D) ^ + j'^iet--+^^i (D', 

a b b a 

est 

X y 11 

a* ~ ft* "" a ~~b' 

Pour démontrer ce théorème, nous ferons usage d'une indéterminée (2* leçon 
Théor. VI) ce qui constituera une méthode d*opération qui nous sera souvent 
utile : à cet effet, multiplions (D') par x et ajoutons le résultat à (D), il vient 



a-t)-(T-î)- 



1 + X (1), 



pour Féquation de toute droite concourant au même point que (D) et (D'), puisque 
ces dernières relations la vérifient. 
D'un autre côté, (1) devant passer par le point (a, b), nous avons Tégalité 



(M)«Mï+i)' 



1 + )„ 



d'où on dMoii 

— «A 



a* — ab + *•" 
et fwr Mute, «d substitaant dans (1), 

î - J _ i _ 4 C. Q. F. D. 



I. TrovTar U diiUnee ds deni psrallètea. 

II. Détsrminer l« tugeota de l'an^ ftwiné pv 1m droites 

Ay» + ibxy 4- Cx" = 0. 
M U coDdition pour que mi droitei «oient rectangalairei {Ut axes formani l'angle *). 

III. Calcolar l'&lre da trijuigle formé par let droites (axet rectangutairet) 

y — Ig. «. I, y-=tg. (3. y et y=-t%.y.x + c. 

IV. (jueUei sont 1m condition* de eonvergoDce pour le« droites 

Ay + Rr + C = 0, A'y + B'a;+C=0 et A"y + B"a: + C" = î 

V. Dana le quadrilatère ABCD, on 
demande : L" les éqnatiODfl dea côtéa. 
des diagonales et de la droite joi- 
gnant lea milienx decea demièrea: 
2« l'équation de EF et 3» démontrer 
que lea milieuît de EF et des diago- 
nales AC et BD sont en ligne droite. 

VI. Fixer U position du point de 
l'axe des X qui eat distant de 9 de la 

- + !-'• 

a b 

VII. Reconnaître ai troia pointa (af, jf), (x", tf") et (x"', y"0 "(^nt en ligne droite. 

VIII. Par le point d'Intersection de deux droitea données , mener nne perpendiculaire à 
une droite donnée. 

IX. Si, d'un point pria dans l'intérieur d'un losange, on abaiaae des perpendicnlairH 
sur flM cdtés, la aonune de cea quatre perpendloulairea sera cODstoote. 

X. Déterminer les droitea qui, paaaantparlepoint (2,— 3), forment un anglede 45"aïec 

3y — ar + 5 = 0. 
et lenrs longueurs {axet rectangulaires). 

XI. Let lieux 

I6y* — iixy + 91» — iSy — Wx + 25-0. 
y._ 2y_ x_ 1 =0. 
•ont-ils idfloUqueat 

XII. Deux courbea représentées par 

x' -(- jï ^ 1. 
■ont-elles idantiquMf sachant que la première est rapportée â des axes rectangulaires et 
U a*coitde i dM ooordonnèee formant no angle de 150°. 
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£tada la li ftiraïaUon da l'èfutian da qulqiiw lienx féométtiqiiu. — TMoiia 
géiùnle de la généraUim analytiqat 4ll UflUi ~ BWQtcH- 

llc> Les lignes doivent être conçues comme étant œmposâes d'ane suite soo- 
cessive de points et sans intemiptioD de continuité; cependant, le« tié^f^ls 
d'une ligne devant être homogènes avec elle, on ne doit pu farder le point 
comme l'élément de la ligne. 

Ceci posé, toute condition capable de déterminer soit un point, 9oit un élém«Bt 
linéaire, devra être considérée comme étant susceptible d'engendrer une ligne. 

Les exemples qui vont suivre nous permettront ensuite de généraliser la théorie 
générale de la mise en équation des lieux géométriques. 

Problème I. 

Une droite Dm, te meul ■paraUèlemeat à la base OB du triangU OBC. 0» 
demande le Heu de Cint^neçtion M, dei droites Om et BD. 

On reconnaît déjà que le som- 
met C appartient à la ligne de- 
mandée, car loi-sque la parallèle 
directrice Dm occupe la position 
D'E', les droites génératrices Om 
et BD deviennent OG et BG et 
donnent ce point C. 

Ceci posé, prenons les cAtés OB - 
et OG du triangle OBC pour axes 
coordonnés, et en désignant par 
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((X, (9) les fftriables d'un point m quelconque de BG , nous aurons pour les trot- 
tions de 

Dm) y = $* 

X y 

^^) 5 "^7'^*' 

OC) x = 0; 

et les génératrices dm et BD du point M seront 

G) y = ^x et 5 + f«l (G'; 

mais, comme le point (a, ^) appartient à (BC), on a réquation de condition 

Or, les quantités a et |3, comtantes pour une situation spéciale de Dm, varient 
avec la situation de cette droite; aussi désignons-nous a et |3 sous le nom de 
CONSTANTES VARIABLES. Maintenant, si nous donnons à /3 une valeur particuliëi^, 
(1) déterminera la valeur correspondante de a ; et , en substituant ces quantités 
dans (G) et (C), nous aurons un couple de génératrices, ici rectUignes^ qui, par 
leur intersection, donnerait un point du lieu demandé, et ainsi de suite. Donc, 
en éliminant les constantes variables a et |3 entre (6), (G') et (1), nous aurons une 
relation donnant tous les points communs à (G) et (G'), soumis à la condition (1) 
et indépendamment de a et |3 ; c'est-à-dire Téquation du lieu demandé. 

Or, (6) et (GO donnent 

««' ^ yx* 

P 



sf — X x'— X 

d*où, en substituant ces valeurs dans (1), il vient, toute réduction faite. 



(i) 



Ainsi le lieu demandé est la médiane de la hase OB. 

Problème II. 

Dékrminer le Ueu de Fintersection de deux droites tournant , chacune , autour 
d^un de leurs points; et de teUe sorte que les angles qu'elles f&rment avec la droite 
des points fixes soient complémentaires. 

Soient et 0' les points fixes, et OG, O'G' une position spéciale des deux 
droites génératrices du point M ; c'est-à-dire pour lesquelles on a 

«4- a' «=90* ou tg. «« COtg. a ou tg. a tg. a' — 1 (1), 

comme éq[uation de condition eoXve les constantes variables a et a. 



10 Stv» sm [A PouunoH uulttkhib d'un un. 

I Nous ferons d'abord i 

lecteur que les points et (V seront des 
; points du lieu : car lorsque OG sera 

! couché sur 00' son intersection, avec la 

I position correspondante de O'G' don- 

nera évidemment le point 0'; de même 
le point sera la conséquence néces- 
saire de O'G' coïncidant avec 00 et 
alors perpendiculaire il OG. 

Ceci posé, prenons 00' pour »\e 
des \, l'oi-igine en et les coordonnées rectanf^ulaires ; nous aurons, pour les 
équations des génératrices OG et O'G', 

G) y = tg. a. « et y = tg. «'. (x — d) (G' 

id désignant la distance 00'). 

L'élimination des cotutantes variabU* x et a' entre (i), (G) et (G'), donnera 
encore l'équation du lieu demandé. En effet, une valeur spéciale attribuée i «', 
déterminera a au moyen de (i) ; et par suite un couple particularisé de généra- 
trices (G) , (G') lîiera un point du lieu , et ainsi des autres : donc, l'élimination 
indiquée donnera une relation entre les coordonnées {x, y) des points communs à 
(G), {G) et assujettis il (i) ; c'est-à-dire l'équation du lieu demandé. 

Or, en multipliant membre à membre (1), (G) et (G1, il vient, après la dispa- 
rition du focteur constant tg. a tg. et'. 

y» = x(a: — d) ou y*—x' + dx = (9). 

Nous reconnaîtrons plus tard que cette ligne est une hyperbole éqailiUère, ayant 
pour centre le milieu de 00' et pour axe transverse 00'. 

N. B. Nous engageons le lecteur k faire disparaître le terme en x, en dépla- 
çant l'origine. 

pROBLËn III. 

Déterminer le lieu dee intertectiont successivet des droites AB, A'B', A" B" 

dont la xomme des coordonnées à l'origine est constante et égaie à I. 

Désignons par a. et Ci les coordonnées â l'origine d'une de ces droites Afi, 
nous aurons 

î + l-l (G, 

pour son équation, et sa consécutive A'B', sera 
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sr toutefois nous considérons en même temps la relation de condition 

« + p-/. (H 

Il est évident maintenant que si nous 
éliminons <x et |3 entre (G), (G') et (1), nous 
obtiendrons, une équation entre les coor- 
données d'un point commun à (G) et (G) 
pour une valeur donnée à tt; puis, il 
suffira de poser n ~ dans ce résultat 
pour établir la conUnuilé successive des 

droites AB, A'B", A"B", ; et par suite 

on aura l'équation du lieu demandé. 

Or, en disant disparaître les dénomi- 
nateurs de (G) et (G') et réduisant la seconde au moyen de la première, il vient 

G,) (ir + ay — «|3 et X — y.= « — |3 — M. (G', 

Ensuite ^ tiré de (i) et substitué dans les relations précédentes, donne 

Ml + {l — a)x = a{l—a) et i: — y =, 2« _ (_ n. 

d'où, en éliminant «c, 



'' j. ^/ _ ' '~y+i+» \ j. ^ /J +f— y+n \ A _ j— tf+f+n y 



et par suite, en posant n = 0, 

y* — 2a^ + ic* — 2'y — 2tr + i* =• (9) 

Ainsi le lieu de l'enveloppe (nom générique donné à cette création de courlw) 
est une ligne du second degré. Nous verrons, plus tard, que ce lieu est une 
paraboU dont le caractère analytique est que les termes du second degr€ forment un 
carré parfait. 

N. B. Nous engageons le lecteur à déterminer le système des coordonnées 
réduisant (7) h. la forme 

!f» = 2px. 

PHOBLfillE IV. 

Trouver le lieu du point dont les projeaùms, sur les côtés d'un triangle, sont en 
ligne droite. 

Il est d'abord évident que chacun des sommets du triangle ABC sera un point 
da lieu, puisque deux des trois projections se réduisent alors à un point. 

Ceci posé, prenons la base AG pour aie des X et sa médiatrice perpendiculaire 

6 
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pour celui des ordonnées ; en dési- 
gnant par {a, ^) les coordonnées d'un 
point M quelconque du lieu demandé, 
nous aarons 

(«.0) (M") 

pour les coordonnées de la projec- 
tion M" de M sur AC. 

D'un autre c6lé, la droite AB et sa 
perpendiculaire MM"' sont caractéri- 
sées par 

*^l ''='^^("+^'' ^ ^^ ^(«— ); 

d'où, pour la projection M'" de M sur AB, 

L r' + (3r + xy ' îT + la^ + a^)* J' 

Enfin, BC et la projetante de M sur cette droite auront des équations ne diffé- 
rant des droites précédentes qu'en y changeant 3f en — x'; et par suite H' aura 
pour coordonnées 

Il ne nous reste plus maintenant qu'il exprime!* que les trois points M'", M" et 
M' sont en ligne droite ; c'est-à-dire que les directions des droites W" M" et M" M' 
sont égales i donc 

fti"l»'+iiO+«fe;^+i!T-x'»- _ ~ ftry-jO+«tf'-^l'+«'ii"' _ ' 

el par suite, en efTectuant les calculs et simplifiant, il vient 

iT («• + P) -(»"■+«'•- «^«j p - l'y . 



N. B. Un peu d'attention de la part du lecteur, lui fera reconnaître que cette 
ligne est la circonférence des trois somniMt du triangle ABC . 
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!«• Quoique le 4"« problème du { précédent tfait pas été résolu par les 
mêmes moyens que les trois premiers , ces derniers nous permettront de formuler 
la théorie générale de la détermination de Téquation d un lieu. 

En effet , soient 

G) F(a:, y,«, j3, y,....)-=0 et F («, y, «, p, y )-=0 (G' 

les équations des génératrices d'un lieu demandé ; c'est-à-dire les caractérisations 
analytiques de deux lignes passant par un de ses points : a,^,y,... désignant 
des constantes, qui en variant ne font que changer la grandeur et la position de 
(G) et (G*), tout en leur conservant leur forme primitive; et soit de {dus 

r(«.(3.y, )-0 (1), 

r. («, ^, 7 ) -= • (2). 

r{«,^,7 )-0 (3), 



• 



les équations de condition entre «^ j3, 7, et en nombre n — 1 ; s*il existe n 

constantes variables. 

Or, il est évident qu*une valeur convenable attribuée à a déterminera les valeurs 
correspondantes de ^, y,... au moyen des relations (1) (2) (3),...; et, que par 
suite , on aura un ou plusieurs couples de génératrices (G), {G') donnant par leurs 
intersections un ou plusieurs points du lieu demandé : donc, en éliminant a, |3, 7, . . . . 
entre (G), (G"), (i), (% (3)...., on aura évidemment une relation entre les coordon- 
nées d'tt» quelconque des points communs à (G) et (G'), indépendamment des 

constantes variables a, |3, 7 ; c'est-à-dire Téquation du lieu donné par les 

conditions (G), (G^, (1), (2), (3),.... 

Remarque. — Quoique la théorie précédente soit applicable à chaque généra- 
tion spéciale , le lecteur aura déjà entrevu que , pour chaque lieu , il y aura tou- 
jours un moyen plus simple qu'aucun autre et qui sera évidemment la méthode 
mathématique; c'est-à-dire le plus en rapport avec Tesprit scientifique, mais que 
c'est là une étude pour laquelle on ne peut donner aucune prescription générale , 
si ce n'est celle d'étudier d'abord synthétiquement la question avant de lui appli- 
quer la méthode analytique. 

Du reste, les nombreux problèmes que contiendra la suite de ces leçons, don- 
neront au lecteur les éléments nécessaires pour une telle appréciation , dont le 
développement général précédent fait partie de nos leçons depuis 1851, 

VXm N. B. Maintenant que nous sommes en possession de la théorie générale 
de la mise en équation des lignes, nous poiivons nous occuper des théories que 
comporte l'étude des lieux et spécialement des courbes du second ordre, vulgaire- 
ment appelées sections coniques, et cela pour des raisons qui seront développées 
plus tard. 



U ExERacEs. 



I. Déterminer le lieu du point de rencontre des diagonales d'an parallélogramme dont 
les côtés sont parallèles aux diagonales d'un quadrilatère et qui est inscrit dans ce dernier. 

II. Quel est le lieu de Tintersection des côtés latéraux d'un trapèze dont les bases sont 
parallèles A une diagonale d*un quadrilatère et qui est inscrit dans ce dernier? 

III. Un triangle OAB, dont un sommet est fixe, tourne autour de ce sommet en va- 
riant de grandeur, mais en restant semblable à lui-même : si le sommet A décrit une droite 
HL, quel sera le lieu du point Bf 

IV. Quel est le lieu du point dont la somme des carrés des distances aux quatre sommets 
d'un rectangle donné est constante f 

V. Sur deux droites rectangulaires données OX et OY, on construit un rectangle 
OACB, ayant un périmètre constant 2^; quel est le lieu de la projection du sommet G sur 
la diagonale AB. 

VI. Les côtés d'un triangle variable ABC tournent autour de trois points fixes en ligne 
droite; trouver le lieu du sommet G, sachant que les sommets A et B glissent sur deux 
droites fixes. 
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SOMMAIRE. 

Courbes du second ordre (9) fermées , ouvertes à nue et à denx branches. — Classifica- 
tion des théories générales de ces lienz. — (f ) se réduit à un point; à un lieu 
imaginaire ; à deux droites parallèles distinctes , confondues ou imaginaires ; à 
deux droites conyergentes ; à une fonction du second degré à une seule variable ; 
& à une fonction du second degré à deux yariables représentant un double lieu 
recUligne passant par l'origine. — Réciproques des propriétés précédentes. — 



Nous avons déjà dit qu'une courbe était du second ordre, lorsque la 
fonction, qui établit une relation constante entre les coordonnées deTun quelconque 
de ses points, était algébrique et du second degré; donc, une telle ligne ne pourra 
être rencontrée par une droite en plus de deux points. 

Les courbes, dont Tétude générale va suivre, sont dites fermées, lorsqu*une 
droite, la rencontrant, donne toujours deux intersections ; ouvertes et à une bran- 
cA« lorsqu'une droite tracée dans une certaine direction ne peut la couper qu'en un 
seul point; enfin, ouvertes et à deux branches, lorsqu'on peut tracer entre les deux 
branches, une infinité de droites ne déterminant aucun point de rencontre. 

Ceci posé, l'équation générale des courbes du second ordre a pour forme 
générale 

Ay» 4- iBxy + ûr« + 20» + 2Ea; + F == 0. (tp). 

Nous avons affecté du coefficient 2 les termes ^ntenant une variable à la pre- 
mière puissance, et cela parce que certains résultats, dont la mémoire doit néces- 
sairement se charger, sont plus simples ou du moins plus symétriques. L'étude 
analytique et géométrique des courbes contenues dans (9) se fera dans l'ordre 
suivant 

L L'équation (cp) ne représente pas une courbe. 

IL De la tangente et de la normale. 



46 Leçon VU. — (?) ne hefrësente pas une gourbc : B* — AC < 0. 

III. Des asymptotes. 

IV. Des diamètres et des axes. 

V. Du centre. 

VI. De la similitude. 

VII. Des foyers et des directrices. 

VIII. Des genres de courbes contenus dans (9). 

IX. Simplification de l*ëquation (<p). 

X. Étude des propriétés des courbes {(f). 

XI. Identité des courbes (9) et des sections coniques. 

Nous terminerons ces leçons par Vétude des lignes en coordonnées po- 
laires; rappUcatian de la méthode de Descartes à la résolution des équations; et 
enfin par t analyse des conditions auxquelles un lieu peut être assujetti. 

N. B. Chaque partie sera toujours précédée des définitions nécessaires à son 
entier développement; de plus, nous prévenons le lecteur que les axes coordon- 
nés seront toujours obliques, à moins toutefois que nous ne le prévenions du 
contraire. 

§!• 

tj*é^mmÊàou (?) ■« représeate.pas urne c««ribe« 

10« L*équation complète algébrique du second degré et k deux variables 
donne 



(1). 



B D 4 / 

»-= — ^x— -± ~%/(B»— AC)j;«+2(BD— AE)«+D*— AF 

Or, pour que cette ordonnée soit du premier degrés ou constamment tmojtnaîfi^» 
il faut que le trinôme en x situé sous le radical soit carré parfait on que sa 
valeur soit toujours négative pour une substitution quelconque de la variable x; 
et comme rinfiuencè du terme en x^ est caractéristique, nous aurons immédiate- 
ment à considérer trois genres donnés par le signe de B* — AG ; et chacun de ceux- 
ci pouvant donner des cas particuliers. 

I: B«— AC<0. 

1® Le trinôme sous le radical est carré parfait : c*est-à-dire que Ton a 

(BD — AE)»— (B»— AC) (D« — AF) = 0; 

alors, X ne peut admettre que la valeur annulant le trinôme, ou 

BD — AE 



a; « — 



B« — AC 

car toute autre valeur attribuée à cette variable (x), rendrait y imaginaire. Donc, 
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en désignant par x, cette valeur spéciale de £, le lieu (<p) se réduit à celui déter- 
miné par les deux équations 

B D B D — AE 

y, x*'~I *' *'""~'B^^rÀc' 

c'est-à-dire un point. 

Ce résultat peut encore s'obtenir par la loi de composition de l'équation du 
second degré. En effet, comme on a , dans ce cas, 

A A A( l/B»— AC; 

ou 

B P i/B« — ACl . BD — AEj 

* — Â'-ï=^^^-X— r+BTrÂci' 

Téquation (9) peut s^écrire 

B , D)* , AC-B^( , BD-AE)* ^ 

^ ^ A A î ^ A» r ^ B« = AC j 

Or, des valeurs réelles pour ar et y ne peuvent satisfaire à cette relation que 
pour autant que Ton ait en même temps 

. B . I> A . BD — AE ^ 

I/4- — aî + — = et X A «= : 

^'^A ^A " "^^ "^^B* — AC 

c'est-à-dire deux droites qui, à cause de leur existence simultanée^ caractérisent le 
point indiqué ci-dessus. ' 

N. B. Nous verrons plus tard que ce point n'est autre qu'une ellipse ou un 
cercle réduit à son centre. 

2^ D'un autre côté, si on a 

(BD — AE)« — (B« — AC)(D« — AF) < 0; 

c'est-à-dire le trinâme en x sous le radical donnant des valeurs imaginaires^ lors- 
qu'il est nul; alors, toute valeur réelle attribuée à x rendant ce trinOme négatif , 
l'ordonnée y sera imaginaire et il en sera de même pour ce lieu. 
En résumé les courbes da genre B' — AG < 0, exigent 

(BD — AE)» — (B* — AC) (D« — AF) > 0; 

« 

c'est-ii-dire que les racines de 

(B»_ AC) «• + 2 (BD— AE) x + D» — AF = 0, 

soient réelles et inégales. 

II: B» — AC«0. 
L'expression soumise au radical de (1) devient du premier degré et binômiale; 
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et par suite ne sera linéaire ou du premier degré que pour 

BD — AE = 0, 

ou simultanément par 

BD — AE = et D^ — AF-=0. 

* 

Or, la premi^re hypothèse donne 



y 



B D 1 / 



et par suite ((p) se réduit à deux parallèles réelles ou imaginaires suivant que Ton 
aura D* — AF ^ 0. 
Quant à la seconde hypothèse, on a, au premier abord, la droite unique 

B ' D 

mais on doit la regarder comme deu^x droites confondues en une seule, puisqu'alors 
(ç) prend la forme 

Nous ferons encore remarquer que la pi^emière hypothèse réduit (9) à 

et que chacun des facteurs précédents donne une droite ; de plus que ces droites 
sont bien les parallèles indiquées. 
' Ainsi les courbes du genre B* — AC = n'existent que pour 

BD — AE J 0. 

III : B« — AC> 0. 

De même que dans le genre B* — AC < 0, l'ordonnée y deviendra linéaire, 
sous la condition 

(BD — AE)* — (B* — AC) (D* — AF) « 0, 

toutefois avec une profonde distinction géométrique. 
En effet, oif a 

B D 1 ( BD — AE 

^ A A A^ ^V/B«_AC 
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c'est-à-dire deu^ droites convergentes, puisque, pour 



BD — AE BD — AE 



x[/B' — kC + —== ou x = — ^, 

V/B* — AC B* — AC 

l'ordonnée de ces droites est simple. Du reste, la convergence de ces droites ré- 
sulterait encore de la diversité de leurs directions 

B 1. ,^ ^ B 



— -- + -1/B* — AC et _^_-»/B* — AC; 

de plus, ces droites seront rectangulaires pour 

A + C — 2B COS. 9 «= 0, 

6 étant Tangle des axes : relation qui se réduit à 

A 4- C = 0, 

dans le cas de coordonnées rectangulaires. 
Enfin, les valeurs de y donnent à (&) la forme 

( B D 1/ ^ BD-AE\)( B D 1/ , BD— AE\) 

I^^A^A A\ ^l/B«-AC/i(^A^A^Al ^|/B«-AC/) 

caractérisant bien les deux droites dont il a été question. 

N. B. Nous verrons plus tard que ces droites ne sont autre chose que les 
asymptotes de la courbe B' — AC > 0, lorsque cette dernière existe. 

En résumé le genre B* — AC > impose 

(BD — AE)« — (B* — AC) (D* — AF) J 0, 

pour qu'il y ait courbe. 

90. Les hypothèses précédentes conservent à (9) la qualité prépondérante 
d'être du second degré et à deux variables; cependant la perte seule de ce dernier 
caractère donne encore deux droites réelles ou imaginaires. En effet, pour 
B = 0, C = 0, E == 0, \ . 

I i — D db l/D« — AF 

il vient > d'où | y = ; 

V ' A 

Ay« -f- 2Dy + F =- 0, ) 

c'est-à-dire deux parallèles à Vaxe des X, distinctes, confondues en une seule ou 
imaginaires, suivant que l'on aura 



D« — AF = 0. 

< 



De même pour 

A = 0, B = 0, D = 0, 



, „ ^ , — E ± l/E» — CP 
on a ^ d où j y 

Cx" -f 2Ear -f F ==^ 0, 



âO Liçoif Vil. — ExBiacss. 

résultat analogue au précédent. 

Enfin pour 

D « 0, E — 0, F = 0. 
on obtient 

B 



donc, deux droites convergentes, confondues ou imaginaires suivant que Ton aura 

B« - AC =0. 
< 

N. B. On ne peut poser 

A = 0,B = 0,C==0; 

car alors (9) devient du premier degré. 

^\. Nous engageons le lecteur à établir les réciproques de la théorie précé- 
dente; et pour cela il lui suffira, après avoir mis (cp) sous la forme 

B C D E F 

d'identifier cette fonction avec : 

1^ (îf + oar + *)• 4- (ûc + d)' + r «^ 0' 

pour obtenir un lieu imaginaire; 

»> (» + or + *)• + (ca: + <0" «« 0, 

pour un point; 

^ (tf + ox + ft) (y + a'x + f) « 0, 

deux droites convergentes; et 

4* (y + ax + fr) (tf + or + ft') — 0, 

donnera deux parallèles. 

La forme des constantes inconnues a,b,c,d,f fera retrouver toutes les hypo- 
thèses du § 19. 



l» Que représente y* — 2xy + to* — 2^^ — 2Sx + 46 == Of 
29 Quelle est la signification géométrique de 

y* — ixy + ix" — iy + Z ^ 01 

9* Construire le lieu 

y^^ixy — iy + ix^O. 
4» Interpréter 

y* — 2«y + ar« + 8y — 2a; — 3 «0. 

Sfi Que caractérise 

y« — 2ay + «» — ty + tr + l»«0? 
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D« la tuigento k de un êqnatlan. — Tangente paralUle i l'un dei axai coordonnéa ; 
i mu dntit« doanw ; paaaant par nn point donné. ~ Corde des contacta. — Tan- 
gente conunnne à denx conrbea. — Contact de deux conrbei. 



S%. On appelle tangente k une courbe, la position limite MT que prend une 
sécante MM'S', lorsque tournant au- 
tour d'un des points M d'intersec- 
tion, un de ces derniers vient à se 
confondre avec le premier, avant de 
passer de l'autre cAté du premier 
point M, qui prend alors le nom de 
point de contact. 

Ceci posé, désignons par a la di- 
rection d'une sécante coupant |?) en 
un premier point consUmt {x", ^ et 
en un second point variable (3!', j/") ; nous aurons 
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Oi , ces points donnent, par le seul fait de leur situation sur (9), 

Ay" + iBaft/ + Ca;" + 2Dj' + SEx' + F = 0, I | 9 {x', y') = 0... (2). 
A/*+2BafY'+Gt"' + 2D^'+2E«"+F = 0, j **" j ? («".y") = 0... (3); 

d'où, en retranchant membre à membre, 

A (y''— D + 2B («y— aTîT) + C {«'•—*"•) + 2D {y'-f) + 2E (x'-x") = 0, 

et par suite 

y' — f _ 2By" + G (a?' + af') + 2E 
*~x' — a!""" A (y' + y'O + 2Bx' + 2D" 

Maintenant, pour obtenir la direction de la tangente au point (a!, ^), posons 
sf' = af ety^ = y'; donc , après réduction , 

By' + Car^ + E 

*~ Aj^+BaZ+D"" '*^' 

Ainsi l'équation de cette tangente sera 

By' 4- Cx' 4- E , 
•^-^^- Ay' + Bar + D ^^-^)' 

puis, en faisant disparaître le dénominateur et réduisant au moyen de (2), 

^yy' + B {xy' + yx') + Cxx' + D {y + y) + E(x + af)+F^O .... (T). 

^3. Remarques I. — La direction a de la tangente au point (x^, y'), se déduit 
facilement de (çj) : En effet, considérons séparément les termes de cette équation 
contenant seulement a; puis y ; c est-à-dire iBxy+Gx^+iEx et At/'+âBxj^-f-SDy : 
si, maintenant, nous multiplions le coefficient de chaque terme par l'exposant de 
la variable considérée, tout en diminuant cet exposant dune unité, nous aurons 
les résultats 

2By + 2(if + 2E et ^ky + 2Bx + 2D. 
Or, il est facile de reconnaître que la valeur de a, n'est autre chose que le 

QUOTIENT, PRIS NÉGATIVEMENT, DE LA PREMIÈRE QUANTITÉ PAR LA SECONDE ; tOUtofois en 

accentuant les coordonnées, pour indiquer quelles se rapportent au point de 

contact. 

Les expressions précédentes sont dites les dérivées de (9) par rapport à :r et 

à y ; et dorénavant nous les désignerons par ©' et tp' pour un point quelconque 

X y 

{Xy y) de la courbe , et par y' . et 9' , pour une position spéciale (xf, y) de 
ce point. 
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Ainsi réquation (T) pourra s'écrire 

» — »' = — -r- (x—x'), 
OU encore 

II. Tangente parallèle a un des axes coordonnés. La construction d une tan- 
gente parallèle à Taxe des X, revenant à déterminer cette droite de telle sorte que 
sa direction soit ntUlCy on aura évidemment 

cp' =0 ou By + CLr + E-=0 (4); 

et, en ajoutant à cette relation celle de la courbe 

<p(x,y) = 0, 

on aura les coordonnées inconnues (or, y) du point de contact. 
De même , en posant simultanément 

6) 9' « ou Ay + ftc + D = et cp (x, y) = , 

on aurait le point de contact de la tangente parallèle à Y, puisque cette direction 
doit être infinie. 

N. B. Les solutions précédentes sont analytiques, mais elles indiquent un nou- 
veau mode de solution plus conforme à Tesprit de la méthode de Descartes. En 
efiFet, en supposant le lieu (cp) construit, (4) et (8) caractérisent des droites passant 
par les points de contact^ des tangentes spécialement considérées; donc , en les 
traçant, leurs intersections avec (cp) donneraient les points de tangence, et il ne 
resterait plus qu à mener par ces points des parallèles aux axes coordonnés. 

!d4l. Il est une autre méthode pour obtenir (T), et qui quelquefois s'applique 
plus heureusement que la précédente à une question donnée ; telle serait celle-ci : 
Tracer à (cp) une tangente parallèle à une droite déterminée» , 

En effet, soit a la direction donnée, la tangente sera 

y = o:X + b (6) : 

il faut maintenant obtenir b de manière que (6) coupe (a.) en deux points con- 
fondus en un seul. 

Or, si nous éliminons une des variables, x par exemple, entre (6) et (cf ), on 
obtiendra un résultat de la forme 

Mx* + NiC -K P = 0, 
exigeant 

N* — 4MP = (7), 

pour que la condition énoncée plus haut soit satisfaite. 



Cette équation (7) du second degré en by donaera pour ç^tlo cang/tunt^ inammue 
DEUX, UNE ou ZÉRO valeurs réelles suivant que l'on aura 

(Aa» + 2Ba + C) [(BD - AE)« — (B* — AC) (D* — AF)] = ; 

mais, nous avons reconnu (YIP leçon) que (f ) cesi^ait de représenter une courbe 
pour 

<BD -- AE)' -r« fB^^ AC>(D» ^ AF> ^ 0, 

donc, en général^ les tangentes seront doubks ou imaginaires pour une valeur ar- 
bitraire de a ; nous disons, en général^ car pour a satisfsûsant à 

Aa* + 2Ba + C = 0, 

ou 

il n'en existera qu'uNB «WW! ; m^ CQiUQie oa (jioit aussi avoir 

B* — AC > ou B» — AC -= 0, 

nous devons remettre son étude à une prochaine leçon (X*). 

!^tt • Remarques I. Les coordonnées (o^, y') du point de contact de la tangente 
précédente seront évidemment données par 

è étant déterminé par (7). 

II. L'équation (7) du S précédent donnerait également a en fonction de ^; 
c'est-à-dire résoudrait le problème suivant : trouver la tangente à (f ), connais 
sant son ordonnée à Forigine ; et , en changeant ft en j" — <xûf on obtiendrait la 
tangente passant par un point quelconque {af\ y'% 

Corde des eontaete. 

5^B. La détermination d'une tangente à ((p), par un point non situé sur la 
courbe, nous a conduit à la résolution d'une équation du second degré; or, le 
caractère distinctif de la conception de Descartes, n'est pas tant de fixer un point 
par ses coordonnées, c'est-à-dire par deux génératrices rectilignes parallèles aux 
axes, que d'en fixer la position par l'intersection de lignes plus simples à obtenir 
dans certains cas : ainsi, en désignant par {xf\ y") le point de départ de la tan- 
gente et par {sf, y') le point de contact inconnu, nous aurons les deux équations 

(p(j^,y') = (9), 

Wt/ + B iixf'y' + faf) + Caf'af + D (y" + »') 4- E (a^' + x') + F == (8), 

pour déterminer x' et y'. 



i 
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Or, ((p) et (8) né sont autre chose que la courbe elle^tinème et utte droite passant 
par le point cherché, donc les intersections de ces deux lieux détermineront le 
point de contact ; de plus , on reconnaît qu'il existera , en général , deux solutions 
et qu'il ne peut y en avoir davantage. 

Dans les équations précédentes, x" et y' désignent les variables des lieux (cp) et (8), 
et souvent on les écrit ainsi 

C.T). Aîr"tf+B(r»+y"«) + Cx"a:+»(îr + ») + K(4?'+x) + fî«0 (8. 

Enfin, cette droite (8), qui, par son intersection avec (9), donne les points de con- 
tact des tangentes à (f) par le point {sf^ ^\ est désignée sous le nom caractéris- 
tique de CORDE DES CONTACTS. 



m^. Deux méthodes se présentent pour résoudre ce problème : 

I. Soient (x', y") et (af\ \f') les points de contact inconnus sur les courbes 
(9) et (^) ; nous aurons, pour les tangentes , 

^' z* '^' al' 

et pour les équations de condition, déterminées par la position de ces points, 

9) 9(«'.î0 = et ^(af\f) = (10. 
Or, ces tangentes devant se confondre, on doit avoir 

H) --^ TT- et y' + — ar' = î^'+— .:c" (12. 

Ainsi les équations (9), (10) , (11) et (12) détermineront oi, y\ «" et f\ c'est-à- 
dire les points de contact inconnus. 

N. B. En éliminant s!^ et 'if' entre (10), (11) et (12), on obtiendrait un lieu en 
(x", \f) dont l'intersection avec (9) donnerait ce point (x', y[) ; de même, l'élimina- 
tion de a;' et If" entre (9), (11) et (12) déterminerait une courbe en (oi'y yf) coupant 
(^) au point {sf^ jH- 

II. L'équation de la tangente commune sera de la forme 

» = «« + <3, 
a et |3 étant inconnus. 

En éliminant y entre cette relation et celle de la courbe 9 {x, y) » 0, le résultat 

9 (ar, «a: + p) = 0, 

devra donner pour x deux valeurs réelles et égales^ ce qui exigera une certaine 
équation de condition 

rK|3) = (13). 
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En agissant de même pour la courbe (^), on aura une seconde équation 

F(«,P)=0 (14); 

alors (13) et (14) détermineront les valeurs de a et de |3, et par suite la tangente 
demandée, qui pourra être multiple. 

Contact de deux courbes* 

^^m Deux courbes sont dites tangentes ^ lorsqu'à un de leurs points d'intersec- 
tion y la tangente est commune. 

Afin de concevoir logiquement la possibilité d*un tel fait : supposons que deux 

courbes (ç) et ('|) se coupent en deux ou plusieurs points (x\ y'), (x", y") 

et qu'on fasse pivoter lune d'elles autour d'un de ces points, (xf, y') par exemple , 
jusqu'à ce qu'un autre (xf\ y") d'entre eux vienne se confondre avec le premier ; 
alors ((p) et (^) seront bien tangentes au point {x\ y'). Les considérations précé- 
dentes indiquent suffisamment deux modes de solution. 

I. Soient (xf,y') le point de contact des deux courbes, nous aurons d'abord 

15) (p(x',y') = et ^(sf,t/)^0 (16; 
d'un autre côté, la tangente en {x\ y') étant commune, on a aussi 



?',' +',' 



(17); 



et par suite l'élimination de x' et de y' entre (15), (16^ et (17) donnera l'équation 
de condition demandée. 

IL Les lieux (©) et {^) devant avoir deux points communs confondus en un 
seul , il est évident qu'il suffira d'éliminer une des variables entre les équations 
(^) et (']/), puis d'établir la condition donnant, pour l'équation finale, deux racines 
réelles et égales , pour retrouver la même fonction que par le mode précédent. 
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SOMMAIRE. 

De la normale & de son équation. ^ Normales parallèles aux axes coordonnés; 
passant par un point donné. — Hyperbole éqnilatère des pieds des normales. — 
Normale commune à deux courbes. •— Courbes normales. — Qualification d'une 
droite par rapport à une courbe. -— Forme de l'équation (?) rapportée à des 
tangentes égales. ~ Exercices. 

He la aonaale. 

l^O. On désigne sous le nom de Normale, la perpendiculaire élevée à la 
tangente par le point de contact; et ce dernier est souvent appelé pied de la 
normale. 

Comme il s'agit ici de droites rectangulaires entre elles, nous supposons les 
axes coordonnés perpendiculaires ; or, si nous désignons par a la direction de 
la normale au point (rc', y'), nous aurons 

1 ^'v' 



y 



a ^■ 



X 



% 



X étant celle de la tangente au môme point. 
Ainsi Féquation de la normale sera 



9 . 

y-y'-^(x-xr,.. (N), 



•2> 



X 



8 



L 
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ou, diaprés la forme de (cp), 

Av' 4- ftc' 4- D 

30. Remarques I. — Si on veut obtenir la normale parallèle à lun des 
axes , à X par exemple, sa direction devant être nulle , le système des lignes 

(p'y = et 9 (X, y) =- 

caractérisera analytiquement et géométriquement le pied de cette normale. De 

même « 

cp'^=0 et (p(x,y) = 

détermineraient les normales parallèles à Y. 
IL — Si la normale devait être parallèle à la droite 

y = ax + b, 
on aurait pour trouver son intersection (^, y*) avec la courbe 

a = -r- et (p (a?', y') = 0. 

Hyperbole équilatère de* pied* des normales. 

31. La fixation d'une normale à (9) par un point (x*\ y"), non situé sur la 
courbe, se réduit évidemment à la résolution numérique des équations 

(p(x',î/') = et y" -»' = -;£ (a?" -V), 

exprimant : la première^ que le pied (af, y) de cette droite est situé sur (9) ; et la 
seconde, que (x'\ y") appartient à cette normale. 

D'un autre côté, sous le point de vue géométrique, le point (x\ y) sera Tinter- 
section des lieux en (x\ y') déterminés par les relations précédentes, ou par 

9 {X, y) =- 0. 
By'—(X—C)xy—Bx^M^"—W'+^)yM'^—Cf—D)x+l)af'—Eif'==(i 

é 

en faisant absti*action de Taccentuation des variables x' et y\ 

Or, le lieu (H. N) est une courbe du second degré, désignée sous le nom 
dliyperbole éqnUatère; de plus, cette ligne, qui, par son intersection avec (9), donne 
le pied (x', y) cherché, passe par le point donné (x", y") ; et cela devait être, car 
ce point pouvait être situé sur (9). 

Enfin cette hyperbole équilatère pourra se réduire, pour des positions spéciales 
de {xf\ y"]; à deux droites convergentes (VIP leçon). 
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i« A deux courbes. 

I. Soient (x\ y') et (oi\ y") les pieds de la normale commune à (9) et (+) ; 
nous aurons, par Tidentîté des directions, 

Ensuite, la normale passant par les points (x\ y) et (af', y"), 

L:zJL„_L (2). 

et enfin, par suite de la position de ces mêmes points, 

3) ?(a^,/)-0 et '|(af',y")«0 (4. 

Les équations (1), (2), (3) et (4) résolvent la question. 

Remarque. En éliminant d'une part, s!' et / entre (1). (2) et (4) ; et d autre part 
x' et y' entre (1), (2) et (3) ; on obtiendrait deux lieux en (x', y') et en (x", y") qui, 
par leurs intersections le premier avec (cp) et le second avec (^), donneraient les 
pieds de la normale demandée. 



De^ix courbes sont dites normales lorsqu'à un de leurs points dintersec- 
tioUy leurs tangentes sont rectangulaires. 

Les courbes (9) et («D ayant un point (x\ y') commun, il vient 

8) 9(^'»»') = et +(a/,y')=0 (6. 

Dun autre côté, les tangentes à (a>) et (^) étant rectangulaires au point (x\ y\ 
on a également 

Or, il est évident que Félimination de x' et y' entre (8), (6) et (7) déterminera la 

condition demandée. 

» 

Qualifleatton d'une droite par rapport * luie eonrbe. 



^ Qualifier une droite par rapport k une courbe : c'est déterminer si cette 

droite lui est extérieure, tangente ou sécante. Donc, si on élimine une des 
variables entre les équations de ces lieux , il suffira que les valeurs de l'autre 
variable soient imaginaires, réelles et égales, ou réeUes et inégaiss pour les posi- 
tions précitées de la droite. 
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Forme de l'éqoaltoa (ç) nqnP**^® * ^^* teBfenles égales* 

a». Soit 

Ay* + iBxy + (ic* + 2D» + aE«+ F = (-f) 

la courbe rapportée à de telles droites; nous aurons, pour les coordonnées à 
l'origine , 

Aî^* + 2Dj/ + F = et Cx* + âEa: + F = G; 

et par suite 

D» — AF = 0, E*— CF = et CD = AE, 

pour la double condition imposée aux axes coordonnés. 
Les deux premières conditions réduisent d'abord (cp) à 



Ay* + Wxy + Gr* + 2 J/AF. y + 2 l/AF. a; + F = 0; 

c est-à-dire que telle est la forme de (cp) rapportée à deux tangentes. 
Enfin, la troisième condition combinée avec les deux précédentes exigeant 

G = A, 

on a définitivement 

Ay« + 2Ba;y + Ac^ + 2 I/AK y + i 1/ÂF7x + F « 0. 

Exerelees. 

10 Déterminer la tangente au point (x^^y*) de 

y» + 2a^ -f &c» — 4x = 0. 
20 La courbe 

y* + xy — 2a;*— 2y — 2a; -f 3 = 0, 

a-t-eUe des tangentes paraUèles aux axes coordonnés? 
3» Mènera 

X* — iyx — 2x -f 4y — 1 = 0, 

une tangente formant un angle de 45^ avec l'axe des X positifs (axes rectangulaires). 
49 Par le point (1 , -)- 2) mener une tangente au lieu 

xy + iy + 3x — i-=Q. 

» 

5® Quelle est la position de la droite 

?/=2a: — 1, 
par rapport à la courbe 

y^ + ixy +x^ + iy + ix 4-3 = 0? 

6^ Déterminer les constantes inconnues du lieu 

Aj^» — 3j;y + Cx» + 2Dy + 2a: + 4 = 0, 
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de telle sorte que cette courbe soit rapportée à deux tangentes égales. 
70 Mener une tangente commune aux courbes 

x«-f-y»=R« et y* = ipx. 

80 Les courbes 

aV + *»x«=.a«ft* et aY' — b'^x^ = — a'^b'^ 
sont-elles normales? On donne 

a» — ft» =- a * 4- b'K 
9^ Déterminer les normales parallèles à Y de 

3y^ — ixy—^^ — Sy — ix + l = 0. 
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SOMMAIRE. 



Définition de l'asymptotisme. — ÂBymptotisme rectiligne. — Point asymptotiqae. 
Méthode de la tangente. — Asymptotes rectangnlaires.— Méthode générale. 



Le terme asymptote est 1 expression consacrée pour caractériser deux 
lignes qui tendent constamment Tune vers l'autre, de manière à se rapprocher au- 
tant quon voudra, sans cependant jamais pouvoir s'atteindre ; mais ordinairement, 
et ce sera le cas actuel, on considère spécialement les droites présentant une telle 
position envers certaines courbes. On comprend, du reste, que les asymptotes 
rectilignes sont éminemment propres à lever toute incertitude sur le sens de la 
courbure, puisque évidemment une courbe ne pourra être que convexe vers son 
asymptote, à partir du point où la tendance a'symptotique se manifeste ; car une 
ligne qui s'approcherait indéfiniment d'une droite, en lui tournant sa concavité, 
ne saurait éviter de la couper, à moins que son mode de génération ne lui imposât 
la condition de s'y arrêter : alors ce point limite pourrait être dénommé : point 

ASTMPTOTIQUE. 

»y« En rapprochant convenablement la définition de l'asymptote rectiligne 
de celle de la tangente, il est aisé de sentir que la première de ces droites, par 
rapport à une courbe qui , par cela même , a au moins une branche infinie , peut 
être envisagée comme une tangente dont le point de contact se transporte à l'in- 
fini. Tel est le principe de la première méthode des asymptotes, la seule univer- 
selle, et que nous allons appliquer aux courbes du second ordre ; tout en nous 
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réservant d*en développer deux autres qui ne sont, ni sans intérêt philosophique, 
ni sans utilité pratique. 
Soit (x\ %f) le point de contact d^une tangente à (9), nous aurons simultanément 



kyy' + B (xy'^yx') + Cxa;' + D (»+»') + E (x^af) + F « (T) , 



.V' = — ?x' — ~±4 \/ (B*— AC)x'»+2(BD— AEliC'+D*— AF 
A A A V 



(1); 



toutefois avec les conditions a:' = 00 et y' = 00 . Or, pour introduire ces hypo- 
thèses dans (T), nous écrirons (1) de la manière suivante 



donc 



^""■'''(^)=-!*f\/«'-^^'- 



D*un autre côté (T) peut s'écrire 



X . F 



(A»+B^+D)|, + (B.V + Cx + E) + D J f E ~ + 1 = 0, 



ou 



2 ' j. rc 2 • a: x x x 



et par suite, en posant x' =^ 00 et 2^' = oo , il vient 



^' S_~-til/B«— Ac! + ?' =0 ou — ^ = 
1/ ( A A ^ .T 9 



B 1 



— 7± M^B»-AC; 
A A 



d OÙ , en développant cette dernière relation , 



l/B' — AG ) 



B D 1 1 



Or, cette double droite est imaginaire pour 

B» — AC <0; 

et disparaît lorsque 

B« — AC — 0, 

car pour cette hypothèse, l'ordonnée à Forigine devient infinie. 



6i Asymptotes RSCTANGULAmEs. 

Ainsi, les seules courbes du second ordre, admettant des astfmptotes sont carac- 
térisées par 

B« — AC > : 

elles se nomment hyperboles. 

3^. Remarques L Les équations (T, ) ne sont autre chose que les valeurs de 
l'ordonnée du lieu (<p), en supposant carré parfait le trinôme en X SITUÉ sous LE 

RADICAL DE tf. 

II. Les droites (T,) sont convergentes et coupent 

__B _D 

•^"~ A^ A' 

En effet, leurs directions sont diverses et, pour Fabscisse 

, , BD-AE BD-AE 

X 1/R2 Kr 4- - =0 OU X == — — , 

vn ^^^V/B« — AC B» — AC 

l'ordonnée, d'abord double, devient celle simple de la droite 

B D ^_ BE — CD 

y = — — X — ~ dOU î/= • 

•^ A A ^ B» — AC 

N. B. Nous verrons, dans une des leçons prochaines, que l'intersection des 
droites (T,) est le centre de la courbe et, tout à l'heure, que cette dernière est 
composée de deux branches infinies se tournant leurs convexités. 

III. Les directions des droites (T,) étant 

ces droites seront rectangulaires pour 

A + C — 2B COS. G = 0, 

6 étant l'angle des axes. Alors la courbe, admettant de telles asymptotes, est dite 
hyperbole équilatêre. 
N. B. Si G = 90^ il vient 

A + C = ou A = — C; 

(^'est-à-dire que les coefficients des carrés des variables doivent être égaux et de 
signes contraires, 

IV. En rapprochant cette étude de celle de la VIP leçon, on y reconnaît, ainsi 
que nous l'avions annoncé, que les asymptotes sont les droites auxquelles se ré- 
duit (cp) pour les hypothèses 

B« — AC>0 et (BD — AE)» — (B« — AC)(D» — AF) = 0. 



TnitoiiiE e^ÉRALE DE i.'asyiii>tots rectiligne. en 

ao. 2* MËTHons. Soient GHR une courbe, GNH sou asymptote rectiligne 
non parallèle à un des axes coordonnés; HP et NP les ordonnées de ces lignes, 
pour une même abscisse OP. 

D'après la déRnition usuelle de l'a- 
symptotisme, la différence MN doit 
diminuer indéfiniment pour des valeurs 
croissantes (numériquement) de x, et 
mttioe admettre le symbole pour 
« = ± 00 : ainsi l'équation inconnue 
de GH étant 

y^cx + d (1), 

celle de la courbe devra Hre de la 
forme 
y^ex + d + \ (<p|; 

V étant une fonction de x disparaissant avec x ^ ± ». et cela suivant que la 
branche CMR est dirigée suivant 0\ ou OX'. 
Or. (i) donnr 

_y d+\ 



d'où, pourx= ac et J/ " 



■œ 



(<•); 



et par suite 

il =^ limite {y — ex) (rf)- 

Ainsi les constantes de (1) sont complètement déterminées, mais il esl évident 
qne si (c) et [dj donnent plusieurs valeurs compatibles avec leur nature, il existera 
dans la courbe plusieurs branches infinies admettant des asymptotes dirigées 
chacune suivant OX ou OX', suivant qu'on aura posé x '=<k> <mx ^ — <x>. 

De plus, afin de n'omettre aucune de ces droites, on remarquera que celles pa- 
rallèles à OX seront données par c = et celles ayant la même position par rap- 
port à OY correspondront à c •= oo ; et cela résulterait encore, pour les premières, 
d'une valeur finie de x donnant y = », et pour les secondes d'une expi-ession 
analogue pour y déterminant x •= oo. 

Appliquons maintenant les principes précédents aux courbes du second ordre, 
nous avons, en ne considérant qu'un simple radical. 



d'où 



■ I + I \/*^* - AC) X» -t- 2 (BD — AE) a: + D* — AP. 
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•■• # 

et par suite, pour a; « + oo , 

c^Umite (£j «= -| + iv/B« - AC (c), 

expression rdé/fe pour B* — AC ^ 0. * . 

D'un autre coté ^ 

A A( 1 . 

pour a; = -|- 00 ; donc , pour obtenir sa véritable forme , multiplions et divisons 
l'expression entre crochets par une autre ne différant que par le signe d^uQft d^ 
deux quantités, il vient 

D 1 2(BD— AE)«-f D»— AP 



A A l/(B*— AC)3r»+2 (BD— AE)a;+ D«— AF + x \/B*— AC 
Or, en posant rc = oo , on aurait 

Limite (y — ex) = ^ , 

nouveau symbole dont Finterprétation exige d'abord qu'on divise haut et bas par 
le facteur devenant oo , c'est-à-dire x , d'où 

D« — AF 

2(BD-AE)+ 

D 1 X 

y—cx=—-: + T. 



A A / (BD— AE) D»— AF ' 

y (B«-AC)+2i-^ + -^ 4- 1/b5=:aC 

et par suite de x «= oo , on a définitivement 

^ I- * , V D . BD — AE 

d = limite (y — ex) = — -7 H .... {d), 

^^ A 1/ B« — AC 

Ainsi l'équation de l'asymptote, correspondant à l'ordonnée déterminée par le 
radical pris positivement et par x »= + 00 , sera 



BD — AE 
( A ' A 

On obtiendrait, pour la même hypothèse de x, 



l B 1 . y ^) ( D , Bli — AE ) 



( B 1 y 1 { D BD — AE ) 

pour le signe — du radical de y. 



POSITION DB(f) PAR UrrOKT A SS8 ASYMPTOTES. SI 

Enfin, pour déterminer les droites données par z = ^ œ , il faudra d'abord 
poserx = — s, puis faire z-= ao dans les fonctions donnant c eld; toutefois, 
sans efiectuer les calculs, on reconnaît que la division par — z fera changer le 
signe du radical; donc, on obtiendra les mêmes équations (T,) et (T,), mais en 
ordre ifverse, et par suite les quatre prétendues asymptotes se réduisent à deux 
I dont cbaque segment, ï partir de 
leur point de concours , est asymp- 
. totique à une branche particulière 
de la courbe, ce qui donne au 
genre B' — AC > 0, qui ne peut 
être rencontré par une droite en 
plus de deux points, une des formes 
IKL„I'KX' ou PHG, PH'G', sui- 
vant l'angle des asymptotes conte- 
nant un point du lieu. 

N. B. Cette seconde méthode n'est au fond que la première débarrassée de la 
notion de tangence ; cependant elle présente l'avantage incontestable de faire voir 
d'une manière absolue que les asthptotes RBCTiLiCNES d'dne conRBE, sont bien 

LES POSmOHS LIMITES DE SES TANGENTES, LOUSQUE LE POINT VE CONTACT SE TnANSPORTE 
A l'infini. 



§m. 



f^uitc dm as^mpColeii. 



XI« LEÇON. 



SOMMAIRE. 

Méthode par la sécante. — Asymptotes parallèles à Tun des axes coordonnés. ^ 
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^O. 3"*" MÉTHODE. Les deux modes précédents d'appréciation de i'asympto- 
tisme rectiligne des courbes présentent une grave imperfection pratique : La 
détermination (Tun rapport dont les deux termes deviennent <x> ; aussi allons-nous 
exposer un autre moyen ne présentant pas cet inconvénient, et qui, en sus, se 
recommande essentiellement pour toutes les courbes algébriques. 

En effet, considérons Fasymptote inconnue 

y =^ ex + d et la courbe (cp) = : 

on déterminera c et d en exprimant analytiquement que l'équation résultant de 
Télimination d'une des variables entre ces deux relations donne, pour l'autre 
coordonnée, detuc valeurs infinies; en observant toutefois que c doit simplement 
être réel, mais que d ne peut admettre que des valeurs finies et réelles. 

Or, si nous nous occupons spécialement des courbes du second ordre, il vient 
pour Téquation précitée, en x par exemple, 

(Ac» + 2Bc + C) «* + 2 [(Ac + B) rf + De + E] x + Arf* + 2Drf + F = , 
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et par suite, pour que les racines de x soient infinies, 

Ac* + âBc + C =- 0, ) \ ^ ^ — ï ^ i / B* — AC, 

( ^^^^ ! n BD — AE 

\ A A »/ B" — AC 

c est-à-dire les mêmes valeurs que précédemment. 



Remarques I. — Cette troisième méthode fait reconnaître que la direc- 
tion de Tasymptote est indépendante de sa constante linéaire d , mais que celle-ci 
est fonction du coefficient angulaire c; et que la réalité de ce dernier n'entraîne 
pas toujours lexistence de lautre qui ne peut admettre que des valeurs réeUes et 
finies. Ainsi le genre B* — AC = n'admet point d'asymptote, quoique la direc- 
tion de la tangente ait une limite, à mesure que le point de contact s'éloigne , et 
cela parce que l'ordonnée à l'origine de la tangente converge vers l'infini. 

II. Enfin, le troisième mode déterminant des asymptotes, n'est pas toujours 
avantageux pour les courbes algébriques dont les équations sont surchargées de 
fonctions fractionnaires et surtout radicales; c'est ainsi qu'il est impuissant à 
constater l'existence de l'asymptote 

du lieu 



X — a 



Cependant, en posant 

X = cy + rf 

pour l'asymptote, on trouverait, en éliminant x, 

c = et d = a. 

N. B. Il n'est pas sans importance pratique de faire observer au lecteur que 
l'asymptote précédente s'obtient immédiatement en exigeant 

y=(x> 
d'où 

As^^mplotes parattèles ik l'un des m^cs coordonnés* 

^1t. L'existence de ces droites sera manifeste, si une valeur finie attribuée à 
une variable donne Yinfini pour l'autre. Or, une variable n'existera au dénomi- 
nateur de la seconde qu'autant que cette seconde variable n'entrera qu'au pre- 
mier degré dans (<p), tout en ne tombant pas dans les cas exceptionnels exposés 
dans la YII*^ leçon. Considérons donc successivement les deux cas généraux que 
les idées précédentes font naître pour les courbes du second ordre. 
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I. L'équation des courbes du second ordre est privée du carré d*une des 

VARIABLES. 

Soit A = 0, alors ((p) devient 

iBxy + Cx' + iï>y + ^Ex+ F =- 0; 

alors, si on considérait Tasymptote sous la forme 

y^cx + d, 

une des asymptotes serait omise et sans qu'on puisse le supposer; car en élimi- 
nant 2/, Téquation en x^ serait de la forme 

(iBc + C) a;* + 2Rx + S = 0, 

et la valeur de c ne serait double qu'autant que la précédente relation serait ainsi 
écrite 

(0. c« + 2Bc + C) X» + 2ILr + S = 0, 

d'où, on aurait 

C 

c sa 00 et c = — — r: 

SB 

la première de ces valeurs de c donnerait une asymptote parallèle à Y; pour éviter 
cette omission analytique, il est préférable d'écrire 

x^cy + d, 

et tout le restant du calcul aurait lieu comme pi*écédemment; mais il est encore 
plus avantageux de résoudre (9) par rapport à la variable qui n'entre qu'à la pre- 
mière puissance, ici y; en effet, on obtient 

— CiT' — 2E« — F . t 

y = — ^1^ — ri^; — =rx + s + 



2 (Rc + D) 2 (ftr H- D) 

Or 

2 (ftc 4- D) = ou ^ = — ç. 

caractérisera bien une asymptote parallèle à Y ; car 

y^co, 

* 

D'un autre côté 

réduisant l'ordonnée à 

y ^=rx + «; 

on en déduit que cette seconde droite est bien l'autre asymptote. 

Ainsi : Lorsque l'équation du second ordrb est privée du carré d'une des va- 
riables, LE lieu admet une ASYMPTOTE PARALLÈLE A l'aXE DE LA VARIABLE DONT LE 
CARRÉ MANQUE. 
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N. B. t *« 0, réduit la courbe à ses deux asymptotes : en effet, on a simul- 
tanément 

— Ca?— ÎEx— F=«î(Baî+D)y et — Cj;>— 2Ea:— F— 2(Bx+D)(ra;4.«), 

d*où 

(Bx + my — rx — s) = 0; 

c'est-à-dire les deux asymptotes 

Ba; + D » et y^^rx + s. C. Q. F. D. 

II. L*6QOATI01I (<p) DBS COURBES DU SECOND ORDRE EST DÉPOURVUE DES CARRÉS DES 

VARIABLES ; c'est-à-dire, revêt la forme 

2ftcy -f- 2Dy + 2Ea: -H F = 0. 
En résolvant par rapport à y y on obtient 

— 2Ex — F t 



2 (Rc + D) 2 (Ba; + D) ' 

et évidemment 

y = s et Rr + D = 0, 

seront les deux asymptotes ; car on obtient ces résultats en posant 

X ■=» 00 et y = 00 . 

Ainsi dans le cas précité les asymptotes sont parallèles aux axes coordonnés. 

N. B. f « 0, réduit le Ueu ((p) aux deux droites précédentes : en effet, on a 

— 2fir — F«2(Bx + D)y et — 2Ea; — F = 2 (ftr + D) «, 

d*où 

(Bx + D)(y^«) = 0; 
c'est-à-dire 

Ba; + D » et y^s C. Q. F. D. 



Remarques. De Tétude de ce § III et du précédent il résulte 
I. La courbe du second ordre est réduite a ses asymptotes pour 

B« — AC>0 et (BD — AE)« — (B« — AC)(D« — AF)==0. 

II. A et G de signes contraires ENTRAINENT l'aSYMPTOTISHE, PUISQUE 

B« — AC > 0. 

m. Les courbes du second ordre peuvent déjà se classer en trois geni*es : 
1* B* — AG < 0, n'admettant pas d'asymptote, donne la présomption que ce 
lieu n*a aucune portion infinie. 

2* B' — AG •= , tout en repoussant l'existence de l'asymptote , ne formule ce 
rejet qu'avec une modification profonde : savoir que la tangente à la courbe a 
une direction lorsque le point de contact est situé à l'infini, et que si cette droite 
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disparaît cela tient à ce que son ordonnée à Vorigine devient infinie. Donc, ce lieu 
doit admettre une branche infinie, 

30 B* — AC > 0, est un genre de courbes ayant deux asymptotes rectilignes et 
convergentes ; et comme chaque partie de ces droites se rapporte à une branche 
de la courbe, cette dernière est constituée de deux parties distinctes, infinies et 
situées dans les angles opposée formés par ces droites. 

Forme de l*é4ivatlon d*iine coarbe du seeoiid ordre rapportée éi ses asjiiiptotes« 



Il est logiquement évident que les propriétés géométriques et analyti- 
ques , donnent pour la forme demandée 

xff = cmistante : 
car de 

x = et î/ = 0, 
on déduit successivement 

y = 00 et a* = 00 . 



Nous terminerons cette leçon par une série de problèmes que le lecteur est 
engagé à résoudre. 
10 Écrire immédiatement les asymptotes de 

y« 4- xy — ar* — 2,v — 2r 4- 3 = 0. 
• 2*» Déterminer XetCde telle sorte que 

y = 2x + 3, 
soit asymptote de 

Ay» — arj/ + CLt» — 2j5^ — 2x — 4 = 0. 

30 Construire les asymptotes de 

X* — ixy — 2x -f *y — 1 = 0. 
40 Que représente 

X' + Sxy + iy + ix + ^ ^ 0? 

5<> Quelles sont les asymptotes de 

^y + 2y + 3a; — 2 = 0? 

6^ Faire disparaître les termes du premier degré et les carrés des variables de 

3î/" — ixy — ix^ — Sy + ix + i = 0, 

4 

par bne transformation de coordonnées (les axes primitifs sont rectangulaires). 
70 Déterminer, par le troisième mode, les asymptotes de 

j/'— 2j^*+a;*i/— 2^y— a;^ + 3=s0 et de ys-f j:y«_2i?«y — rcy— a:*+l = 0. 

80 Déterminer A et C de telle sorte que la courbe 

Ay» — ary 4- CLr» — 3y — 2x + 1 = 0, 

ait une asymptote commune avec 

5y* — 2.Ty — 8y — ar + 2 = 0. 



§IV. 

0MI éUumèÊrem mt «les axes* 
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On appelle corde d'une courbe, toute droite limitée de part et d'autre 
à cette courbe ; et diamètre le lieu des points milieux d'un système de cordes paral- 
lèles, qui en sont dites les cordes conjuguées. 

Tout diamètre prend le nom spécial d'AXE, lorsque ses cordes lui sont normales; 
et, dans ce cas, ses intersections avec la courbe, sont les sommets de cette der- 
nière. 

La dénomination diamètre, indique une extension de la désignation usitée dans 
la théorie de la circonférence; on conçoit, du reste, que si chaque corde coupait 
la courbe en plus de deux points , on aurait un nombre de points milieux indiqué 
par les combinaisons deux à deux de ces intersections ; et, par suite, pour un lieu 

du degré n, le degré du diamètre pourrait être n — _- : donc, Tétude des lignes 

diamétrales ne sera d*un intérêt vraiment général, que pour les lieux dont le 
degré n satisfera à la condition 

n — 4 
n — - — < n c'est-à-dire 7i < 3. 

10 
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Ainsi, cette étude se réduit, en général, à celle des courbes du second ordre : 
nous allons exposer les trois méthodes naturelles à cette théorie, 
l®*" mode. — Soient les équations 



cp) Ay' + 2Bxy+(ir« + 2Dy4-2Ejî + F = et y = mx + n {c 

de la courbe et d'un système de cordes parallèles : n est évidemment ici la cons- 
tante variable. 

Or, l'élimination de l'ordonnée, entre ces relations, donne, pour les abscisses 
des points communs, 

(Am« + 2Bm + C)jî« + 2[(Afii + B)n+ Dm + E]x + An» + 2Dn + F== (1) ; 

et, par suite, pour Yx du point central d'une quelconque de ces cordes , 

(Am + B) n + Dm + E 

^ Am« + 2Bm + C ^^'^' 

Ainsi (c) et (cj constituent bien les deux génératrices du lieu cherché; donc, 
en éliminant n entre ces équations, il vient 

(Am + B) y + (Bm + C) a: + Dm + E = 0.... (d) 

pour l'équation du diamètre des cordes (c). 
Ainsi les diamètres des courbes du second ordre sont des droites, 
N. B. Le mode précédent serait d'une application pénible pour des courbes 
d'un degré supérieur au second ; aussi recommandons-nous spécialement le sui- 
vant. 

4L^. 2"* mode. — Considérons une des cordes du système (c) : transpor- 
tons l'origine au point milieu {x^, y^) de cette corde, qui alors sera 

y e= mx, 

avec des extrémités ayant des coordonnées égales et des signes contraires. 

D'un autre côté, un tel changement d'origine donnera pour (<p) 

My+y.y+mx+x,){y+y,)+C(x+x,y+my+yr)'\'mx+x,)+F==0; 

et, par suite , pour les abscisses des points d'intersection avec la corde, 

A(»»a;+»,)«4-2B(x4-«,)(t»M:+»,)+C(it+x,)'+2D(nw:+.v,)4-2E(«+x,)+F=0; 
ou 

(Afn'+ 2Bm + C)a!* 4- 2 [(Aifi + B)y , + (Bm + Qx, + D f» +E] « + 9 («, , y , ) — 0. 
Or, cette dernière relation devant être incomplète , on doit avoir 

(Am 4- B) y, + (Bm + C) ar, + Dm 4- E = ; 
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donc, abstraction faite de la notation des coordonnées du point (x^, j/i), variable 
avec la corde , 

(Am + B) y + (Bm + C) a; + Dm + E = (d) 

est de nouveau le diamètre demandé. 

3"^ MODE. — Les diamètres rectilignes étant les seuls réellement utiles pour la 
discussion des courbes, on peut encore les obtenir par une transformation oblique 

de coordonnées. En effet, soit 

* 

V(x,y)^0 (1), 

Téquation du lieu et désignons par (x^,y^) les coordonnées d un point d un dia- 
mètre rectiligne formant Tangle a avec Taxe des X, en le prenant pour nouvelle 
droite des abscisses et la parallèle, par le point (^^, j(,), à sa corde conjuguée pour 
second axe des coordonnées; nous aurons, pour la nouvelle équation du lieu, 

F I X, + 05 COS. a + y COS. a', t/t+x sin. a + y sin. a' j = (2). 

Les anciens axes étant supposés rectangulaires et a étant Tinclinaison de la 
corde sur I*X primitif. 

Ceci posé , remarquons que (S) devra donner à y , pour toute valeur dé x , des 
valeurs égales et de signes contraires; donc cela reviendra à égaler à zéro les coef- 
ficients des termes contenant les puissances impaires de y, à éliminer entre ces 
relations soit a, soit a ; puis à voir s'il n'existerait pas certaines valeurs de a ou 
de oc donnant des facteurs linéaires à la fonction de (x^^y^) quon obtiendrait 
comme résultat de cette élimination. Ces facteurs linéaires égalés à zéro donne- 
raient les diamètres rectilignes de la courbe. 

En appliquant cette méthode aux courbes du second ordre , on obtient , pour 
équations de condition entre ^, , y^ , a et a , 

A sin. a sin. a 4- B sin. (a + a ) 4- C cos. a cos. a = 0, 
(A sin. a' 4- B cos. a') y, + (B sin.a -f C cos. a ) a;, + D sin. a + E cos. a'=0 ; 

ou, en divisant par cos. a cos. cl, 

Algatga'+B(tga+tga)+C=0 et (Atga'+B)tf,+(Btga'+C)a;,+Dtga'+E-0 (d). 

Or, la première de ces relations indique que toute valeur de a ou de a en dé- 
termine une correspondante pour a ou a, et que par conséquent la seconde 
donne une infinité de diamètres, puisqu'elle e&X linéaire, ou du premier degré 
m X, et y^. 

Enfin , la seconde relation , qui n est médiatement que celle (d) trouvée par 
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l'un des modes précédents, donnant, pour la direction de ces droites, 

B tg. g + C B '^•*"'"B 

*•*- Atg.«' + B- A- B = 

ou en déduit que ces droites ne seront parallèles que pour 

g = ~ ou B*— AC=0, 

ce que nous retrouverons plus loin. 

2fO. Remarques I. La direction de (d) variant généralement avec m, on 
reconnaît que (^) admet une infinité de diamètres. 

II. Le genre B^ — AC = n admettant pas d'asymptote, on est conduit à 
introduire cette hypothèse dans (d), on en déduit 

_ B Dm + E 

^ ^ ~ A ^' Am + B ' 

cest-k-dire que dans le genre précité ou parabolique ^ tous les diamètres sont 
parallèles, et aucun système de cordes parallèles ne peut avoir — -j pour direc- 
tion ; car alors le diamètre précédent disparaît en prenant la forme géométrique- 
ment impossible 

B ' BD — AE 

III. La théorie de lasymptotisme ayant profondément caractérisé le genre 
gî — A.C > 0, il est naturel de rechercher quelle transformation subit (rf) pour 
un système de cordes parallèles à Tune des asymptotes, par exemple : à celle 
ayant pour direction 

B . i 



Cette substitution donne pour [d) 

B Dit. .- — BD — AE 

^ A A( i/B._ACl 

c est-k-dire que Vasymptote serait eUe-méme le diamètre des cordes qui lui seraient 
paraUMeSy ce qui est absurde. Donc, quoiqu'un diamètre s'approche de plus en 
plus de Fasymptote, k mesure que la direction de ses cordes est plus voisine d'une 
certaine limite, on ne peut dire que t asymptote est la limite de la situation du dia- 
mètre, puisque ce dernier iw conserve aucun de ses caractères géométriques ou 
naturels. 
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IV. Afin de bien caractériser rimpossibilité de l'existence des diamètres pour 
certaines directions de cordes dans les genres B» — AC "^ 0, nous rechercherons 

directement si une corde ne pourrait pas couper la courbe en un seul point. 
Or, rintersection de la corde 

y^'tnx + n avec (cp)=0, 

donne, pour son abscisse, 

(Am« + 2Bm + G) a:* + 2R^ + S = ; 

ci les valeurs de m, satisfaisant k la condition 

B 



Am« 4- 2Bm 4-C = ou m^ — ^± jl/B* — AC, 

donneraient des cordes ne coupant (çp) qu'en un seul point; mais comme ces cordes 
seraient parallèles aux diamètres dans le genre B" — AG =» et aux asymjptotes 
pour B' — AG > 0, elles ne peuvent évidemment déterminer de lignes diamé- 
trales. 

N. B. Cette défectuosité de l'analyse donnant un diamètre quand ce dernier ne 
peut exister, provient même de sa généralité qui associe souvent des problèmes 
divers et dissocie parfois des questions de même nature. 



2a. Deux diamèti*es sont dits conjugués, lorsque chacun divise en deux par- 
ties égales les cordes parallèles à Vautre; ils prennent le nom d'AXES conjugués, 

quand Us sont rectangulaires. 

Bm + G ^ . 

Donc, si dans l'équation (d) nous changeons m en — ^, nous obtien- 

Atn + B 

drons, pour le système de deux diamètres conjugués et en coordonnées rectangu- 
laires , 

Bm+G Dm + E BE— GD / BD— AE\ ,^, 

^»=-â;m:b^-â;m:b '' î^ + Bï=:ÂG=^KBr=Ac)<^- 

L'équation ((f)nous révèle des caractères géométriques très-importants et don- 
nant lieu aux remarques suivantes : 

SS!^* Remarques I. — Tou^s les diamètres des courbes du second ordre passent 
par le point constant 



[ 



BD— AE BE— CD -| 

'^' B«— AC ^' B»— AcJ 



qui n'est autre que le point de concours des asymptotes dans le genre kypei'boUqtie. 
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II. Le genre parabolique rCadmet point de diamètres conjugués, 

III. La droite (H) qui devient indéterminée pour 

BD — AE = 0, î ^" I BE — ÇD«=0, 

existe encore quoique le lieu (f) puisse se réduire à deux parallèles imaginaires y 
ou confondues en une seule réelle. 
En effet, la première hypothèse donne pour (9) 

c'est-à-dire deux parallèles imaginaires pour D^ — AF < 0, et n'en formant 
qu'une pour D* — AF = 0. 

Maintenant pourquoi le diamètre existe-t-il encore? cela tient à ce que les 
abscisses des points d'intersection de la corde avec (9), sont imaginaires et con- 
juguées et que leur demi-somme est réelle ; et dans le second cas le diamètre est 
la droite elle-même du lieu (cp). 



j^ 



.§iv. 

Salie des dlamètree ci éee axes. 
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cices. 

Axes «Mi dlmnèiree prlnel|^ttz« 

tt3« Afin de simplifier les calculs analytiques , nous supposerons ici les axes 
rectangulaires, au du moins rendus tels. Or, pour que le diamètre 

(Awi + B) y + (Bm + G) a? -h Dm + E « (d) 

soit normal à sa corde conjuguée , on doit avoir 

Bm + C 4 A — G ^ ^ 

-Âi^rPB — m "" ^ —m-i^O (1); 

et comme cette équation a ses deux racines réelles, il en résulte que les courbes 
du second ordre admettent, en général, deux systèmes de cardes principales per- 
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pendictdaires entre elles, puisqu'on a 

mm" == — 1. 

De plus, ces mêmes courbes posséderont aussi, en général, deux axes conjugués. 

£14. Remarques I. B' — AC = ayant accusé un genre de courbes dont 
tous les diamètres sont parallèles, il est naturel de rechercher Tinfluence de cette 
relation sur les axes, quoique nous ayons déjà reconnu que ces lieux ne pou- 
vaient admettre de diamètres conjugués. 

Or, les racines de (1) sont, dans Thypothèse précitée, 

A ^ ,, C B 

tn, « g et m c=^— ç = — ^; 

d'où, pour les axes de ces cordes, 

B AD + BE A 

^ A A« + B» *^ B 

donc, ce genre de courbes n'admet qu'un seul axe parallèle à ses diamètres, le con- 
jugué disparaissant par le seul fait qu'il est situé k l'infini. 
II. Les racines de (1) sont indéterminées pour 

B=:0 et A«=C. 

En effet, dans ce cas, ((p) peut s'écrire 

D» + E« — AF 



(»+")■ +(^+1)* 



et comme les axes sont rectangulaires, on reconnaît immédiatement que ce lieu 
est une circonférence ayant pour centre 

r E _ D 1 

et pour rayon 

R «= jX/D* + E« — AF. 

De plus, ce cercle sera réduit à son centre ou sera imaginaire suivant que Ton 
aura 

D^ + E* — AF "^ 0. 

Du reste, cette indétermination de m est en concordance avec une propriété 
démontrée en géométrie élémentaire. 

III. La tangente à une courbe du second ordre est déterminée, en direction, par 
la corde conjuguée du diamètre du point de contact. En effet : 

Théorème. 

La tangente en un point dune courbe du second m*dre, est parallèle aux cordes 
conjuguées du diamètre du point de contact. 



Position des diamètres par rapport a la courbe. 8i 

En effet, la tangente au point (x/ y'), a pour direction 

_ By + Cj?' + E 
"" "■ ~ A»' + ftc' + D' 

et le diamètre de ce point donne 

(Xm + B)y + (Bm + C) x' + Dm + E = 0, 

d'où 

By' + Cx' -h E 
m = — . , , p : , y. = a.... G. Q. F. D. 

Réciproqubment, le diamètre (Tun système de cordes parallèles à une tangente, 
passe par le point de contact de cette dernière. 

En effet, les cordes parallèles à la tangente au point {x\ y'), auront pour 
direction 

. By' + Çj/ -f E 

^~. Ay' + ftr' + D' 

et comme leur diamètre est 

{Xm + B) y + (Bm -f G) .r + Dm + E = 0, 

on obtient ridentit(^ 

By + Gx + E 
^ "" ~ Ay 4- Bx + D' 

toutefois, après avoir remplacé les variables générales parcelles du point (x\ y'), 

G. Q. F. D. 

ScoLiE. Ainsi lorsque chacun des deux diamètres conjugués rencontrera la 
rourbe en deux points» les tangentes menées à la courbe, par les extrémités de ce4i 
droites, formeront un parallélogramme circonscrit à cette courbe. 

N. B. Il n*est pas dépourvu d'actualité de faire observer au lecteur que, pour 
x' = 00 et y' = 00 , les théorèmes précédents n ont plus lieu : soit parce que ce 

point n'existe pas (B* — AG < 0), ou que le diamètre disparaît (B* — AG ^ 0). 

P^mUIod des dlamètrea par rapport A la eonrbe. 

Sttft. Nous avons déjà reconnu que tout diamètre passait par un point cons- 
tant, situé à rinfini pour B* — AC = 0. Or, il y a réellement lieu de voir si tous 
les diamètres rencontrent la courbe : à cet effet, m étant la direction d'une de ces 
droites; nous aurons, pour tn seul point d'intersection, 

B 



Am^ + 2Bm + G «= d'oti m = — ^ i j-l/B* — AG. 

Ainsi le genre Elliptique (B* — AC < 0) ne présente pas cette propriété; les 
diamètres de la Parabole (B- — AG = 0) ne rencontrent la courbe qu'en un seul 
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point; enfin, la courbe dite Hyperbole (B* — AC > 0) exige que les cordes 
conjuguées soient parallèles aux asymptotes et on sait que ces cordes n'admet- 
tent pas de diamètres conjugués. 

Maintenant si par le point d'intersection des diamètres , oh trace des droites 
dans toutes les directions, elles rencontreront : 

1** Les courbes B* — AG < en deux points, et par suite ces lignes sont 
limitées et fermées de toute part. 

2*» Les lieux B' — AC > en deux points ou ne les couperont pas, et ces deux 
cas doivent se présenter, puisque ces lignes sont chacune composée de deux bran- 
ches infinies situées dans les angles opposés formés par les asymptotes. De plus, 
de deux diamètres conjugués de rhyperbole^ un seul rencontre la courbe. 

En effet, soit, pour un certain diamètre, 

Bwi-f-C B 1,/— — — Bm4-C B 1 y 

Am-fB A A Aw+B A A 

Or, A peut toujours être supposé positif et en considérant successivement 
Am + B ^ 0, il vient 

m^-^ + ^\/W=^C et m J-|-1|/B»-AC; 

c est-à-dire que son conjugué sera nécessairement situé dans Tangle adjacent à 
celui des asymptotes qui contenait le premier diamètre. C. Q. F. D. 

Ces diamètres, ne rencontrant pas la courbe B' — AC > 0, sont appelés, impro- 
prement il est vrai , imaginaires ; quoique chacun d'eux admet bien un certain 
système de cordes parallèles. 

3» Enfin, les diamètres du genre B» — AC = 0, ne rencontrant la courbe qu'en 
un seul point, cette dernière doit être ouverte dans le sens de ces parallèles et 
n'être formée que d'une seule branche infinie. 



Forme de Téqnatlon des courbes da aeeoiid ordre rapportée ib na diamètre 
• et A sa eorde eonj v^aée ou h deox dlanKètres eoi^agaéii. 

»e. Lorsqu'on prend un diamètre pour aice des X et une de ses cordes con- 
juguées pour axe des Y, V équation {(f) est de la forme 

ky^ + Gx^ + iEx + F = 0. 

En effet, toute valeur convenable attribuée à la variable x doit donner pour l'or- 
donnée deux expressions égales et de signes contraires. 

De plus, si l'origine est à l'intersection du diamètre avec la courbe, le ternie 
constant devra manquer, et la forme sera 

A.y^ + Ca;* -|- iEx = ou y^ -\- ipx + qx^ = 0. 
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Enfin, pour les genres B* — AC ^ 0, deux diamètres conjugués étant choisis 
pour axes coordonnés, l'équation (9) sera évidemment de la forme 

c'est-à-dire qu'elle sera privée des termes renfermatU les variables à la première 
puissance, 

N. B. En considérant la forme toute spéciale 

y* 4. ipx + qx^ = 0, 
on reconnaît immédiatement que le genre parabolique correspond à 

non pas tant parce que le caractère B* — AG = 0, se transforme dans Thypothèse 
indiquée, que par ce fait du diamètre rencontrant la courbe en deux points dont 
CTi doit être situé à Finfini. 



KT« Nous terminerons cette leçon par l'énoncé de quelques problèmes. 
10 Déterminer le diamètre de la courbe 

y* + ixy + &c« — 4a; = 0, 

correspondant aux cordes ayant pour direction — 3. 
2^ Trouver les équations des axes de la courbe 



(tes axes coordonnés sont supposés rectangulaires). 
SP La corde d'un diamètre de 

y« + ar» + «• + 4» + 3a; + 3 =- 0, 

forme un angle de 30<» avec l'axe des X positifs, quelle est l'équation de ce diamètre (axes 
coordonnés rectangulaires) T 
40 Un diamètre de la parabole 

y* + ixy + x' — iy — 3x + i = 0, 

peut-il être 

y = — ac + 4? 

5» Déterminer le lieu 

Ay« + 3xy — 8x* — 3y + 2Ex + i = 0, 

de telle sorte que la corde , ayant — 2 pour direction, donae 

2 1 

pour diamètre correspondant. 
60 Déterminer le diamètre de 



y* — 'ixy + y^ — 'ày + 'îx + i = Q, 
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lorsque cette droite passe par le point (—1,2). 

7» Démontrer que la bissectrice du premier et du troisième angle des s^zes coordonnés 
est un axe de la courbe, lorsque Téquation de ce lieu ne change pas en substituant 
X k y et y & X. 

B^ Une courbe a pour axe de symétrie la bissecti'ice du deuxième et du quatrième angle 
des coordonnées, lorsque son équation reste la môme en changeant a; en — y et y en — x. 

9** Quel est le lieu du centre des moyennes distances aux points d'intersection d'une 
sécante , constamment parallèle à une droite tracée , avec une courbe donnée. 

(Le lecteur admettra ce principe d'analyse algébrique que la somme des racines de 
l'équation 

vaut — A). 



_-_M-. 
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SOMMAIRE. 

Définition. — Deoz méthodes d'appréciation pour le centre. — L'éqnation d'nne 
conrbe à centre, rapportée à ce point, prie ponr origine, a tous ses termes du 
môme degré ; et réciproquement. — Application aux courbes du second ordre. — 
Le centre d'nne courbe du second ordre , ne peut être un de ses points. — La 
tangente à une courbe du second ordre, ne peut avoir une direction indéterminée. 
— Remarque générale sur les théories précédentes. — Exercices. 

SS9« On appelle centre d'une courbe, un point divisant en deux parties 
égales, toute corde de cette ligne passant par ce point; et si le lieu admet plus 
de deux points en ligne droite, on adopte la restriction de la combinaison des 
points diamétralement opposés : ce cas ne peut se présenter pour les lignes du 
second ordre. 

L'existence d'un tel point accusera la forme générale de la courbe, en la con- 
damnant à une certaine symétrie; donc on saisira que, devant satisfaire à certaines 
restrictions, sa vitalité excluei*a certains lieux de Téquation (x); ce qui assigne 
à celte théorie une importance relativement moindre qu'à aucune des précédentes. 
Cependant elle sert de base à la classification des courbes du second degré. 

Deux méthodes peuvent être employées pour établir les conditions d'existence 
de ce point. 

« 

<SO. 1^ MÉTHODE. Il résulte de la définition du centre d'une courbe, que ce 
point doit se trouver à l'intersection de tous ses diamètres : or, ces derniers, pour 
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les courbes (9), étant 

(Am-fB)y4-(Bm+C)x+Dm+E=-0 ou (Xy+Bx+D)m+(^y+Cx+E)m^^O, 
on en déduit pour le centre, m devant être indéterminé, 

1) Ay-|-Ba? + D = et By + Ca; + E =- (2, 

ou 

1) ?y = et 9'^ = (2; 

c est-k-dire que les équations du centre des courbes du second ardre, ne sont autres 
que les dérivées, par rapport aux variables, égalées à zéro, de leur équation. 
En résolvant (1) et (2), on obtient 

^ BD — AE _ BE — CD 
B* — AC * B« — AC' 

donc , les courbes (cp) à centre sont caractérisées par 

m 

B« — ACjO; 
car 

B*— AG = 0, 

en transportant ce point à Tinfini, annule son existence physique. 

00. Remarques I. Il n'est point sans importance pi'atique de faire observer 
au lecteur que la condition 

B^ — AC = 

des paraboles, est celle déterminant un carré parfait pour les termes du second 
degré de (a,), 

II. Les coordonnées du centre sont indéterminées pour 

BD — AE==0 avec B*— AC = 0, 
ou 

BE — CD = avec B'* — AC =- 0. 

Or, ces hypothèses (VIP leçon) ont transformé le lieu (cp) en deux parallèles 
RÉELLES ou IMAGINAIRES ; et même , dans le premier cas , pouvant être confondues 
en une seule : alors les équations du centre se réduisent à une seule 

Aî/ + ftc + D = 0, 

représentant une parallèle à ces droites; ce lie% indéfini du centre, pour le cas 
même des parallèles imaginaires, est une suite nécessaire de la forme des racines 
imaginaires des équations à coefficients réels. 
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Bl. 2"^ MÉTHODE. Le mode précédent pour déterminer le centre est tout 
naturel, mais son application serait souvent laborieuse pour les courbes dépas- 
sant le second ordre, aussi lui préférons-nous le suivant qui, quoique indirect, 
est beaucoup plus avantageux. 

Il est évident que si le centre d'une courbe était pris pour origine des coordon- 
nées , les extrémités. oppoWs de toute droite passant par ce poini auraient des 
coordonnées, de même nom, égales et de signes contraires; c est-à-dire que Téqua- 
tion du lieu ne pourrait subir d altération par le fait du changement simultané 
de X et y eç — x et — y. Donc , pour les cotirbe^ du second ordre, ((f) devra être 
privée des termes de degré impair. 

En effet, soit 

Ay* + iBxy + Cx» + 2Dy + 2Ex + F = (9) 

Féquation des courbes du second ordre, supposées rapportées à leur centre, comme 
origine ; nous aurons 

(Aa« + 2Ba + C) X* + 2 {Da + E) X + F = (3), 

pour obtenir les abscisses des points extrêmes de la sécante centrale 

y = ax. 

Or, les racines de (3) devant être égales et de signes contraires, on doit avoir 

à cause de Findétermination de a. 

Donc les termes du premier degré doivent manquer dans (9). G. Q. F. D. 

Réciproquement, si les termes du premier degré n'existent pas dans (9), tori- 
gine est le centre. 

Car (9) ayant hypothétiquement la forme 

Ay« + 2Bxy + Cx» + F = 0, 
(3) deviendra 

(Aa« 4- 2Ba + C) X' + F = 0; 

et'par suite, de l'opposition des signes des valeurs (numériquement) égales, données 
par cette équation, on doit conclure que, quel que soit a, toute corde tracée par 
rorigine y aura son milieu. Donc , ce point est le centre. 

Ceci posé, appliquons les principes précédents à la détermination des équa- 
tions du centre des courbes (9). A cet effet, transportons Torigine au centre 
(x,, Vi); nous aurons, en changeant dans (9) , 

Xi \ X "T" Xm , 

y ) ( y + »i . 

ky* + 2B«» + C«» + 9' . y + <p'^ . a; + * (x„ y,) =- 0; 
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doù, par suite des conditions précédemment imposées à cette transformée, 

^^ -^ ^^ ^V =^ C.Q.F.D. 

De plus, comme on a 

il vient, à cause des équations du centre, 

^ 9(^1' yi) = %i +Ej:, + F; 
et, en ramplaçant x, et y^ par leurs valeurs, 

^ (BD — AE)« — (B' — AC) (D^ — AF) 

■P^*" ^'>= A (B' - AC) ' 

et par suite 

ou 

Ay« + 2Bj;y + Cx» + F =- 0, 

sera Véquation de^ cotirbes à centre du sexond ordre, rapportées à ce point pris pour 
origine. 

Théorème. 
Le centre dune courbe du second oindre ne peut être u» de ses points. 
En effet, l'équation (9) peut s'écrire 

i ?' • y + l 9' • :c + Dy + Ex + F = 0, 

et, par suite des équations du centre supposé sur la courbe, 

Dy-fEx4-F = 0; 
d'où 

(BD — AE) 5 — (B« — AC) (D' — AF) = 0. 

Or, cette relation fait toujours (VIP leçon) disparaître la courbe. 
CoROLLAmE. La tangeyit^ à une courbe du second ordre, ne peut avoir une direc- 
tion indéterminée. 
En effet, on ne peut avoir simultanément 



/ =._ et cp' = 0, 
• 1/ * X 



^ 



pour le point de contact (x, y). 
W^m Remarques. Les théories précédentes nous donnent : 
I. Les courbes à centre du second ordre, caractérisées par 

B' — AC J 0, 
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ont des diamètres conjugues : celles B- — AC ^ 0, fermées de tontes pafts sont 
dépourvues d'asymptotes; et le genre B* — AC > 0, est composé de deux branches 
infinies sittiée^ dans les angles opposés formés par les deux asymptotes qu'il admet, 
de plus y du système de deux diamètres C4)njuguéSy un seul rencontre la courbe, 
II. Ijes lieux du second degré privés de centre, ont pour condition d'existence 

B« — AC=-0, 

et sont formés d'une seule branclie ouverte et infinie dans un sens; leurs diamètres 
sont parallèks et n'ont point de conjugués, de plus, ils rejettent les asymptotes, 

Exercleen. 

Voici quelques applications concernant cette leçon. 
1» Déterminer le centre de 

»♦ — -^a^+i^a;» — 4w + 4;r — 6 = 0. 

2<» Construire le centre de 

xy f 2)y + 3a: — 2 =- 0. 

^'* Quelle est la courbe. 

2y« — 3xy — 5a;' + 2Dy -f 2Ea' + 2 = 0, 

ayant ( — 2, 3 ) pour coordonnées du centre? 

4® Quelles sont les valeurs de a et ^ donnant une courbe 

xy + ax + hy -- i -^rzz 0, 

concentrique avec le lieu 

f/- + 9.r2 — 4.r =- 0? 
3^ Rapporter la courbe 

y* — 2a^ — 2y — 2.r — 4 = 

au centre, pris pour origine des coordonnées. 

6** Quel est le lieu du centre des circonférences coupant deux droites données suivant 
deax cordes c et cK 

1^ Quel est le lieu du oentre des courbes 

Aî/« + Sxy — 2a:' + liy + 2Ea: + 5 =- 0, 

admettant le diamètre commun 
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Si lordi'e logique exige, comme perfection, quune définition ne ren- 
ferme que les énumérations strictement nécessaires à la caractérisalion d'un objel, 
il faut convenir que cette perfection qui n affecte que la forme et qui tient à une 
vue systématique de Tesprit, peut avoir de graves inconvénients en subordonnant 
Tun à Tautre des caractères qui occupent la même ligne dans la notion naturelle 
d*un objet. Ainsi, tous les hommes, même les plus étrangers aux études géomé- 
triques, ont ridée innée de la similitude de deux figures planes ou solides, idée 
vague et confuse peut-être, mais essentiellement juste. Cette notion en comprend 
deux autres, heureusement indiquées par CLAmAUX, dans ses éléments, savoir : 
1* totites les lignes de la figure sont réduites, à la même échelle, du grand au petit; 
â*' toutes les lignes sont également situées et inclinées les une^ par rapport aux 
autres, dans le grand comme dans le petit. 

Or, les conditions précédentes existent médiatement dans la notion innée de la 
similitude ou de la ressemblance de deux objets, et cela avant tout aperçu scienti- 
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fiqiie sur un tel sujet; cependant les gcbmètres ont reconnu qu*il suffisait d'un 
nombre limité de ces conditions pour impliquer les autres et ils les ont fixées de 
diverses nlani^res, au moindre nombre possible. Mais il est clair que cette dispo- 
sition des prémisses et des conséquences, a dissocié ce qui naturellement se trouve 
associé à Tidéo, puisqu'on rejette parmi des notions dérivées une notion évidem- 
ment primitive. 

€MC« Au premier aspect la théorie de la similitude des courbes semble devoir 
«xiger la haute analyse, où ces lignes sont considérées comme nées de polygones 
rectilignes; mais un examen attentif de la question, montre quon peut la traiter 
par l'analyse ordinaire en choisissant parmi les propriétés des lignes brisées 
semblables, celles indépendantes du nombre et de la longueur des côtés. Or, on 
peut obtenir, par ce moyen, deux méthodes et, quoiqu'elles ne soient pas égale- 
ment avantageuses, il est convenable de les apprécier toutes deux, afin de rendre 
cette étude indépendante de la position des courbes Tune par rapport à lautre ; et 
par suite d'éviter, comme on le reconnaîtra, une laborieuse transformation de 
coordonnées qui pourrait être inutile. 

Il ne sera pas déplacé d'observer ici avant tout développement, que 1*^ deux lignes 
ne pourront être semblables qu'autant qu'elles seront du même genre; 2^ Les courbes 
dont Téquation paunn être réduite à ne renfermer qu'une constante ou paramètre 
arbitraire^ seront semblables. En effet, une seule condition de similitude aurait 
pour conséquence médiate d'individualiser ces courbes, c est-à-dire de les rendre 
identiques. 

IjCs observations précédentes seront du reste confirmées par les développements 
analytiques qui vont suivre, quoique cependant on ne devra pas regarder ces der- 
niers, comme étant leur démonstration, mais seulement comme une des bases de 
la correspondance entre l'analyse et toute idée géométrique susceptible d'être tra- 
duite sous la forme d'une fonction mathématique. 

0©« i" MÉTHODE. Elle est fondée sur cette propriété bien connue que les 
points homologues des contours semblables^ sont déterminés par des triangles respec- 
tivement semblables, ayant tous, pour une même figure, une bme commune; et 
RÉCIPROQUEMENT deux ftgures telks seront itidubitablement semblables, quel que 
soit le rapport de ces deux bases homologues. Or, il est évident que ce caractère 
s'appliquera aux courbes avec la seule restriction de le vérifier envers un point 
indéterminé, comme le permettra toujours la définition synthétique ou analytique 
de la courbe. 

Afin de formuler ce qui précède, soient 

î> {X, y) = i) et '^ (X, y) = 

los équations des courbes AM et A'M', AB et A'B' les deux bases homologues, 
dont le choix influera nécessairement sur la prolixité des calculs : menons par les 
extrémités homologues A et A', deux droites AM et A'M' formant des angles 
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égaux, l'une avec AB el l'autre 
avec A'B'. Or, on pourra évidem- 
ment déterminer les équations des 
droites BM et B'M', et par suite 
les angles B et B' en foDction des 
égaux primitifs A et A'; donc, si 
ces fonctions sont identiques, quel 
que soit A, on en concluera la 
similitude continue des triangles 
AMB et ATH'B'; et par suite celle 
des courbes AM et A'M'. 
On saisit de suite que le défaut inhérent à un tel procédé, consiste dans une 
grande complication de calcul ;] cependant cette méthode ne doit pas être totale- 
ment dédaignée : car si, pour un point particuliey, on pouvait l'appliquer facile- 
ment, on aurait quelque raison de supposer que la loi se vérifie pour un point 
quelconque, 4>t alors d'essayer une transformation d'axes coordonnés pour établir 
sa généralité. 

ef. S~* MÉTHODE. Ce second mode d'appréciation est fondé sur cette remarque 
que les contours semHables peuvent être placés dans tme situation paraUéle, el par 
suite de la proportionnalité des c6tés, les droites faonolognes devront eoncourir 
en un même point appdé centre m similitude, ckntre d'hokolocie, on encore 
CENTRE d'hohothëtie ; enfin, ces droites, depuis le centre jusqu'à l'une el l'autre 
figures seront évidemment dans un rapport eonsUmt, qui sera aussi celui des deux 
contours. Béciproqdement, deux /igureê ainsi constmiUs seront sembUMes. 

Nous avons donc encore ici une condition dtiomotfaétie ou de similitude appli- 
cable aux courbes, mats elle offre le grave inconvénient de mêler des relations de 
position aux conditions de similitude qui, par leur nature, en sont essentiellement 
indépendantes. Cependant, cette a&sociation entre ces éléments si divers, étant 
conforme à l'esprit même de la géométrie analytique, facilite le dévelO|^>eiQent 
de celte théorie au lieu de la compliquer, ce qui arrivait par la première méthode. 

On conçoit du reste que le mode précédent appliqué aux courbes, pourrait ne 
pas réussir, quoique les lignes fussent semblables; et cela pourrait proveiur ou de 
ce que l'origine des coordonnées ne serait point au centre convenable, oti de ce 
que les figures ne seraient point parallèles. Considérons diacun de ces cas. et 
pour le premier : déterminons les conditions de similitude pour les courbes du 
second ordre. 

B9. Deux courbes sont dites semblables et sembUUiienuint placées lors- 
qu'ayanl pris , dans la première , un point arbitraire et tracé des rayons OH . 
ON,... îi ses divers points; on peut, dans la seconde, déterminer un point O' tel 
que les l'ayons pai-allëles CM', O'N', . . . aux précédents et dirigés dans le même 
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sens OD eu sens inverse, leur soient 
proportionnels; c'est-à-dire que 
l'on ait 

O'M' : OM :: O'N" : ON ::...:; t : i. 
L'homothétie est rirecte dans 
le premier cas, invbrse dans le 
second ; et nous verrons que cela a 
lieu suivant que l'on a 



Les conditions précédentes étant vérifiées pour deux points quelconques et 
0', il en existe une infinité d'autres. En effet, prenons le point I et joignons 01 , 
imis par le point O*, traçons O'I' parallèle à 01 et déterminons le point I' par la 
pi-o portion 

or -.Oi-.ik-.i. 

tes triangles semblables lOM et l'O'M', ION el l'O'N donnent 

l'M' : IM :: O'I' :0\ :: k :\ et l'N' : IN :: OT : 01 :: A: : 1. 
(>t par suite 

IM : IM :: IN : IN :: ft : I ; 

donc , I et r sont encore deux centres de stmililude. 

Enfin, il est presque superflu de faire remarquer que dans Us courbes sem- 
blabU» de (orme et de positioti, les tangentes homologues MT et M'T sont paral- 
lèles, comme limites des sécantes variables MN et M'N'. 

Soient maintenant 

i) -i(j:. j/) — et iiai'.y'j^O (a. 

les équations de deux lieux, semblables de forme el de position ; il est évident 
que la similitude des triangles MOP et M'O'P' {l'origine étant un centre de simi- 
litude de (i) et {x, ;S) désignant Us coordonnées du point homologue 0") donnera 

O'P' : OP ;: OH' : OM :: A : 1, i \ ar — ^ : a: :: ft : 1 , 

MP' : MP :: O'M' : OM ;: A M , i "'' t y' — ^ : y:: k : i: 



tout eu reiuarquant que si OM et O'M' étaient tournés eu sens contraires , cela 
reviendrait à poser A: < 0. 
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Si maintenant nous substituons ces valeurs dans (1), il vient 



k 



S 



et (Ui ideatiliaiil \à) iivcc (2), on devra obtenir pour x et S des valeurs réelles et 
liniesy et pour A; 7uie quantité constante de forme quelconque; de plus, il est 
évident que les conditions analytiques de similitude seront les expiations résultant 
de V élimination de x, fi etk entre celles déduites de Videntité de (2) et (3). 

OO. Appliquons maintenant ce qui précède aux deux courbes du second 
ordre 

Al/- ■\- 2Bx'^ + Gx-' H- thy 1- 2Ex h F = (1), 

A'//'* + ih'x'y + Gx'' + 2Dy -|- 2EV + F' = (2) ; 
doù, en substituant les valeurs (x) et (y) du $ précédent. 



ky'^ + 2Bj-'»' + G^'^ — 2A.S 

— 2Ba 
h 2Dfc 



y' - 2B/3 
— 2Ca 

+ 2EA' 



x' + A^- 
+ 2Ba/3 J 

+ Ca^ f 

— 2Dfc(3 ( 



— ... (3) 



et, en divisant maintenant (2) par A' et (3) par A, on obtient, pour les conditions 
d'identité des termes du second degré. 



B; _ B C _ Ç 1 A B G . . 

A' "■ a' A' "~ A* " A' "^ B' "" G' """ ^ ' ' 



et, pour les termes du premier degré, 

8) . A(3 + Ba = D* — D7t et BjS + Ca -- E* — E7i (6. 

Le terme indépendant des variables donn(» 

A(5 • -h 2Ba|3 + Ca^ — 2Dfc,î — 2EA^a + FA:* = F7/ , 

ou, en réduisant au moyen des relations (8) et (6), multipliées la première par 
P et la seconde par x , et ensuite combinées par voie d'addition , 

m + D'/i) .3 4- (EA + E7e) a — F*- — F7i (7). 

Or, ces cinq relations donnent, pour les conditions analytiques d'homolhétie . 

r 

^, =|,=^,==/r ou A = A'/i, B = B'^, G-^G'/^; 

ccst-k-dire que deux courbes du second ordre seront semblables de forme et de 
position, lorsque le^ coefficients des termes du second degré seront proportionnels. 
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Des équations (4), on déduit 

B* — AC « A« (B* — kV) ; 

c est-à-Hlire ce fait déjà énoncé : que les courbes semblables doivent* être du même 
genre, puisque les binômes B' — AC et B'* — A'C sont de même signe. De plus , 
/tétant indéterminé pour le cas de deux paraboles, ces dernières courbes sont tou- 
jours semblables. 

Enfin, la direction des diamètres de (1) étant identique à celle des droites ana- 
logues de (2), et cela par suite des relations (4) , il s*ensuit que les diamètres homo- 
loguer de (1) et (3) sont parallèles; et on reconnaîtra facilement que ces droites 
sont proportionnelles, en considérant spécialement deux courbes à centre, rappor- 
tées à deux diamètres conjugués. 

Il nous reste maintenant à calculer a, S et A: : or, (8) et (6) donnent d'abord' 

B(D)fc— D'A)— A(EA— E'W ^ B(E*— E'A)— C(DA— D'A) 
-) ^- B^ZÂC ' '^== B^HÂC ^^' 

d'où, en substituant ces valeurs dans (7), il vient 



^ _ ^, / (B'D' — A'E')* — (B'' — A'CQ (D'» — A'F) 
V (BD — AE)» — (B» — AQ (D» — AF) 



• ■ > \ri-f. 



Le radical devra être pris positivement ou négativement, suivant que la simi- 
litude sera dire<:te ou inverse. 

En substituant cette valeur de k dans (a) et (,6), on aurait la position du centre 
de similitude qui, dans (2), correspondrait à Torigine, dans (1). Du reste, k pour- 
rait être imaginaire, sans que xet ^ cessassent dêtre réelles. 

Supposons maintenant que (1) et (2) soient paraboliques, ou 

B' — AC = Pt B" — AT/ = 0, 

on obtient 

. B'D— A'E' • 

^~"* BD-AE' 
et, par des transformations bien connues, 

. ED' — DE' 



y. ^= 



avec (3 = 



'^ DB' — EA" 

cVst-à-dire que 0' est indéterminé et convient à tous les points de la droite 

ED' — DE' 



V 



DB' — EA' 



TO« Examinons maintenant le cas où no n-seulement les courbes ne sont pas 
homothétiques, mais encore celui où le^ rayotis propm^tionnek font entre eux 
un angle i connu ou inconnu; alors, il est évident qu'il suffira de faire tourner le 
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le système des coordonnées de d pour établir le parallélisme, et de transporter 
l'origine en 0' pour faire coïncider les rayons homologues; c'est-à-dire qu'il 
faudra dans (1) changer 

, . X sin. (9 — d) — y sin. o 

X . la-] : — , 

( g^ ) sm. G 

( Iff A ^ sin. â + y sin. (9 + d) 

et identifier la transformée avec celle 

•l (kx, ky) 

donnée par (2), en y substituant kx et ky à la place de x' et y\ 

Si les équations de condition, donnent des relations indépendantes de a, j3, 
k et 3, ce seront celles de similitude; et si a, |3, k et o ont des valeurs compa- 
tibles avec leur nature , on pourra conclure que 

9(x,») = et '^(x\y)^0 

sont detuc Ueux semblables d^ forme y mais nmi de position. 
Tl« Soit maintenant 

t: {x. y, p) = 

dépendant d'un seul paramètre, en changeant simultanément x, y eip an kx, ky 
etpk, on obtient 

û{kXj ky, kp) = 0; 

ou, m étant le degré de la fonction primitive, toujours supposable homogène, 

/r*- . t: (x, y y p) = , 
donc 

TT (a?, », p) = 0; 

c'est-à-dije le lieu primitif. Donc , toutes céw courbes sont semblables. 

En considérant spécialement les paraboles, dont Téquation, ainsi que nous lo 
verrons, peut se réduire k la forme 

on reconnaît qu elles sont toutes semblables , et que Carigine et Taxe sont à la 
fois un point et une droite homologues de ces lignes. 

Enfin, la remarque philosophique de Clairaut prouve que toute similitude exige 
iiutant de conditions moiîis une qu'il en faut réellement pour construire la courbe. 

Ainsi , comme nous verrons plus tard que les axes des coui'bes B- — AC ^ 

déterminent ces lieux , les caurbe^ à centre du second ordre, seront semblables hrs- 
que leurs axes seront proportionnels. 



§ vu. 
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Cette théorie toute spéciale aux courbes du second ordre, n'est pas aussi 
importante, sous le point de vue général, que chacune des précédentes; cepen- 
dant elle esi historiquement remarquable, comme se rapportant aux recherches 
des anciens géomètres, pour déterminer un moyen continu de description de ces 
lignes. 

Le célèbre Euler désigna sous le nom de foyer d'une courbe, un point dont la 
distance à un point quelconque du lieu, est une fonction rationnelle , entière et li- 
néaire de Cabsdsse de ce dernier point. Cette définition n'est exacte que pour un 
système tout particulier de coordonnées; aussi, M. Bret, professeur à la Fa- 
culté des Sciences de Grenoble, la modifia-t-il. Voici sa définition : 

Le foyer d'une courbe est tel que sa distance à un point quelconque de cette 
courbe, est une fonction entière, rationnelle et linéaire des cooi'données de ce point. 
Les courbes du second ordre ont non-seulement des foyers ; mais, pour 
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chaque foyer, eUes admettent une certaine droite, appelée directrice. 

En effet, soit (a, jS) le foyer et $ sa distance à un point {af, y') quelconque de 
(9); nous aurons, les axes étant rectangulaires. 



d = |/(4r' - a)» + (y' - (3)« : 
mais cette fonction, devant être rationnelle, entière et linéaire, sera de la forme 

fjiy' -\- vx' + îT. 
D'un autre côté , si nous considérons la droite 

fxy + VX + TT = 0, 

nous aurons, pour sa distance au point (af, y'), 

Mf + va;' + TT 



$' = 



l/fX* + v« 



Ainsi , la distance d'un point de la courbe à la droite précédente, est également 
une fonction rationnelle, entière si linéaire des coordonnées de ce point. 
De plus, le nom de Directrice donné à cette droite, est justifié par la proportion 



qui indique que les distances d'un point quelconque du lieu au foyer et à la direc- 
trice correspondante, sont dans un rapport constant, , 
Réciproquement, si une droite 

liy + vx + t: = 

et un point (a, |3), sont tels que le rapport de leurs distances à un point (x\ y') quel- 
conque, soit constant; ce point (a, |3) sera un foyer. 
En effet, par hypothèse 

^ : (î' :: p : 1 , 
et comme 

fxy' -^ vaf -\- t: 



il Tient 

uy' + vx' + 7: 



a= 



V fj.^ + y» 



Donc, d étant de même nature que ff, (a, |3) est bien un foyer. 
T4« Remarque. Il n*est pas sans importance pratique de faire observer au 
lecteur que : la directrice a pour équation, la distance égalée a zéro, d'un point 

DE la courbe au FOYER; ET QUE LE RAPPORT DES DISTANCES D'uN POINT DU LIEU AU 
FOYER ET A LA DIRECTRICE, VAUT LA RACINE CARRÉE DE LA SOMME DBS CARRÉS DBS 
COEFFICIENTS DES VARIABLES DE l'ÉQUATION DE LA DIRECTRICE. 
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7tt. Déterminons maintenant simultanément les foyers et les directrices. 
Or, nous avons d'une part, les axes étant rectangulaires, 

{/(x — a)* + (y — ^) « = fxy + va? + îT (1 ) , 
et, d'autre part, 

Ay* -f iBxy + Cx* + iDy + 2Ea: + F «-- (cp) ; 

pour la représentation analytique des courbes du second ordre, considérées sous 
le double point de vue des foyers et en elle-même; et ces deux équations exigent 
pour leur identification : 

1— LL* A — av B 1— V* C 



a« + (3t_7r* F 'a« + p* — TT» F ^a« + (3*— tt* F 

P ^^ =~ = D' et -— — — 3«-«E' (3). 



a« + |3« _ 7r« F a*.+ p* — tt* F 

Ces cinq équations (2) et (3) donneront, par Télimination de u, v et tt, deux 
lieux en (a, j3) déterminant les foyers. A cet effet, posons 

a" + 13" — îT* = <j : 

il Tient , en employant les extrêmes des relations (2) , 



a) fjL^Vi—Tâ et j = \/l — C(T (v; 

d OÙ, en substituant dans la seconde des équations (2), 

(B" — A'C) «x* + (A' + C) <r — 1 = ^4). 

DisCDSsiON BBS VALEURS DE <T. Notts remarquons d'abord que B' — A€ »= 
(B'* - k'G) P, ainsi 

B«— AC^O cwrespondà B'» — A'C ««= 0. 

Ceci posé, la forme de Téquation (4) nous donne, pour a-, d«s valeurs constam- 
meDt RtELLBS : de mime signe que A! + G pour B' — AG < ; de signes am- 
traires pour B* — AC > ; et 

^ 1 \ pour B»— AC =- 0. 

^- A' + C 

TB« Maintenant éliminons tt entre les équations (3) : en remplaçant fx et v 
par leurs valeurs, en fonction de a, il vient 

|3 V/ 1 _ C'(7 — a V^ 1 — A'<7 = (E' \/l— A'ff — D' »/l— CV) a <8) , 
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on 



(/3 + D'(7) V i _CV — <a +EV) 1/ 1— A' <r = (8'); 

c est-à-dire deux droites se coupant au point constant 

(-EV,-D'c7); 

de plus, il n'y a que deux droites, car les radicaux sont de même signe ou de 
signes contraires, et ces droites n existent que pour 

1 _ G'(7 > et 1 — A'(7 > 0. 

Enfin , si dans la relation 

a'^ + (3^ — 7:« = <T, 

on remplace t: par sa valeur, déduite des équations (3), on obtient 

(^s _ 1) (3« + ,j,«ai _ 2DV (3 — D'*cr« — ^V = (6), 

v^^» + (v* _ 1) a* — 2E'(T a — E'V — vV = (7); 

c est-à-dire deux courbes du second ordre, à cause du couple des valeurs de o-, 
se coupant suivant les foyers cherchés. 

Mais, comme ces foyers appartiendront aussi à la ligne provenant de la combi- 
naison par addition de (6) et (7) : on aura, par cette transformation , 

(^94.vi_l)pi-|-(^«+v*— l)a«— 2D'(7l3— 2E'(ja— [(D'^+E'*)c7*+(u^+v^)(7]=0 (8) ; 

c est-à-dire une circonférence, dont les intersections avec (5), donneront les 
foyers. 

'^'T. Le lecteur comprend qu'une prolongation de discussion conduirait à 
des calculs très-prolixes, par exemple celui qui établirait la position de (5') par 
rapport à (8) , et n'aurait évidemment aucune utilité réelle ; aussi préférons-nous 
tirer partie de (1), dénommée ordinairement équation focale des courbes du second 
ordre, et des relations (2) et (3) pour obtenir (rp) d'après certaines conditions; el 
cette dernière fonction ne contient réellement que cinq constantes, puisque l'on 
peut toujours réduire l'un des coefficients de (cp) à l'unité et évidemment le moins 
important est F. 

Théorème 1. 
La connaissance d'un foyer assujettit (9) à deux conditions. 

En effet, l'élimination des constantes inconnues ij., v et -n entre (2) et (3), donnei*a 
deux équations pour déterminer les cinq coefficients de (^) ; et par suite, il ne 
suffira plus que de trois conditions pour obtenir cette fonction. 



ThÉOHBMES concernant (9), SBS FOYBRS ET SES DIRECTRICES. iOl 

Théorème II. 

Une directrice astreint la courbe du second ordre, à uëux exigences. 

Soit la directrice donnée 

'j.y -f yx 4- TT = 0, 

et par suite les rapports v : u et tt : /ji; on pourra obtenir v et tt en fonction de 
a, puis éliminer âc, f3 et a entre (2) et (3) ; donc, deux équations, comme dans le 
théorème précédent. 

ScoLiE. Ainsi un foyet* et sa directrice ne laissent qu*une indéterminée dans (9). 

Théorème III. 



Le rapport p = ^u* '\' v* des distances d'un point de la courbe au foyer et à la 
directricey équivaut à une condition. 

Car, en remplaçant v en fonction de p et de //, il suffira d'éliminer a, jS, ^j. et r 
pour obtenir une seule relation entre les cinq coefficients de (9). 

Théorème IV. 

Une courbe du second ordre appartient au genre Elliptique , Parabolique ou 
Hyperbolique, suivant qtie pour le rapport précédent, on a 



< 



> 

En effet, les équations (2) donnent 

--AC- „.^;_^. x;.„. + >.-lj; 

et par suite 

< < 

B* — AG = revient à u* 4- v* =1. 
> ' > 

Théorème V. 

Le foyer appartenant à un lieu f (x, y) = 0, donne one condition pour (9). 
En effet, on aura 

Ha, |3) — ou 6 "/(a), 
et, par suite, l'équation focale (1) devient 

(^ — ^y + ly — f («)? == (^y + >^' 4- r.r-, 

c est-à-dire qu'elle ne renferme plus que quatre constantes. 
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Théorèhe VI. 

La directrice tangente à f (x, y) «= 0, équévaiU à une restriction ptmr (cp). 

En effet, en éliminant une des variables entre Téquation de la directrice 

jLty + va; + t: = et f{x,y)=-0, 

on obtiendra une équation de condition entre u, y et ?: établissant le oontaet de côs 
lignes; donc, on pourra substituer r en fonction de a et v dans (1), ce qui ne lais- 
sera plus que quatre constantes a, f3, u et v. 

Théorème VU. 



DeiLX courbes du second degré seront semblables, pour |/|x* -j- v* =^ k f^'* + ^'^' 
En effet, on doit avoir pour la première 



$:$":: \/^^ + y* : 1 et d, : ^, :: l/a'^ + v '» : 1 
pour la seconde; d'où, à cause de Thypothèse, 

Ainsi les droites homologues étant proportionnelles, les courbes seront semblables. 

ScoLiEs I. En désignant par p le rapport constant l/fA^ + ^* des courbes sem- 
blables, on en déduit, pour Téquation générale de ces dernières, 

(X — «)* + {y — /3)* = (iiy + X /p' — 11^ 4- ^Y ; 

et comme cette fonction ne renferme plus que quatre indéterminées, il £siat aittànt 
DE CONDITIONS MOINS UNE qu'il cu était besoin pour leur égalité. 

II. De plus, en désignant par p la distance du foyer à la directrice ^y + vx + r, 
= 0, on aura 

pp=p \/\j* + yS -= pij3 -|_ va _|_ 77^ 

d'où 



t: = pp — ^/3 — a l/p« — pL« ; 

et par suite, p et p étant constants, 

(«-«)• + (»- 13)* = [^ (y - P) + (^ - a) K/f'^ + PP>> 
pour l'équation des courbes identiques du second ordre . 

T9« Remarques I. L'usage de l'équation focale (1), est d'un emploi facile, 
élégant et de beaucoup préférable à celui de la forme (cp). 

IL Le rapport constant p«V/fx' + v* pour les courbes semblables, a été 
dénommée spÊcn^iQUE , par Aug. Comte. 



EXKRCICKS. 403 

1^9. L*équation focale 
(«— «)»+(y— (3)«=(fx»+vaî4-îr)« ou (a>-a)«4-(»— P)»-u«(»+~x+~)« 

fait reconnaître spontanément que le rectangle des variables ne peut disparaître 
que pour u = ou v «» 0; c*est-à-dire tant que la directrice ne sera pas perpen- 
diculaire à Taxe des X ou des Y. Ainsi, la distance d'un point de la courbe au foyer, 
sera génêralbment rationnelle envers les deux variables. 

De plus, nous avons reconnu que, pour un système d*axes coordonnés, les 
courbes du second ordre admettaient la forme 

y* + ipx -{- ^ = ; 
alors nécessairement 

|jt = avec /3 == : 

ainsi Taxe des X contiendrait le foyer et serait perpendiculaire à la directrice. 

Le lecteur reconnaîtra facilement que la forme précédente des courbes (<&) 
n'admet pas 

qui serait au contraire la conséquence de 

Donc, dans lun et lautre de ces cas, cela reviendra à remplacer dans 

(x-ay+fy-^r- 

y en fonction de x om réciproquement au moyen de {9), puis à déterminer a et |S 
de telle sorte que le résultat soit rationnel et fonction entière de x ou dey : seule- 
ment l'inconvénient de cette méthode , employée exclusivement à tout autre , est 
rincertitude de la situation de la directrice qu'on sait seulement être parallèle à 
l'un des axes ; et par suite la nécessité d'effectuer quelquefois une double substi- 
tution. Cet inconvénient n'enlève rien à la grande simplication que présente son 
usage. 



10 Déterminer les foyers et les directrices de 

y* + 2xy + &c« — 4a; « 0. 

29 QueUe est la courbe da second ordre, ayant ( — 2, 1) pour foyer et passant par les 
points (1,0), (0,2) et (— 3, — 4)î 

30 j>éterminer le lieu ayant ( — 1,-3) pour foyer, 3}/ — - 2x — 5 = pour directrice et 
passant par le point ( — 2, 4- ^)* 

i^ Trouver le lieu dont le foyer est situé sur la droite 3y — x-^-l^sO, admet pour 
directrice 4y — 2x — 1 = et passe par les points (0, — 2) et (3 , 0). 
5» Quels sont les foyers et les directrices de 

25tf»— l&c»^ 400? 

Go Quel est le lieu du foyer des courbes du second ordre, ayant une directrice donnée 
et passant par deux points donnés? 

70 Déterminer le lieu du foyer ou du centre des hyperboles admettant deux droites 
données pour asymptotes. 



{î VIII. 

Dell cïoarbeB que renfeme (v)< 



XVIIe LEÇON. 



SOMMAIRE. 

Classification générale. — Trois genres : i^ Elliptique ou B* — AG < ; 2» Parabo- 
lique ou 6* — AG === ; 3o Hyperbolique ou B' ~ AG > 0. — Variétés des genres 
précédents. 

Clamillcatioii générale. 

90. Les théories précédentes ont déjà caractérisé trois genres de courbes 
du second ordre : il nous reste à établir qu'il n'y en a point d'autres. 
L'équation générale 

Xy' + ^Bxy + Cx' + 2Dy + 2Ea; + F « (r^) , 
donne 

//== — |ar — ~i^V^(B« — AC)a;« + 2(BD— AE)ir + D* — AF. 

Or, cette valeur, de l'ordonnée de (9), est composée de deux parties, la première, 
rationnelle, n est atitre que Yy de la droite 

îf = — -j^r— ^ .... (rf); 

et comme son expression doit être augmentée, puis diminuée de 

1 1/ (B» — AC) x^ + i (BD — AE) a- + D* — AF , 

A 



Les genres R* — AC ^ de {^), asiiettbkt des diahëtres conjugués. lOfi 

pour déterminer les points du lieu; il en résulte que (d). médiatrice des cordes 
de la courbe parallèles à Y, est bien un diamètre. 
D'un autre cûté. Yy de {f) pouvant s'écrire 



B D 1 fi BD — AEV tB'- 

* A A aV ^ l/R'-AO^ 

on reconnaît facilement que 

BD— AE B 

j-\/B'— AC + ,, =0 ou J= — "S 

»/ tî' - AC fl 

est le conjuguée de (d). 



-AC)tD'-AF)-tBD-AE )' 
B'— AG 



En effet, soit II la droite {d), et QQ celle 
i<f] ; en posant 



B.-AC '■'■■ 

nous déterminerons les points de la courbe 
qui correspondent aux abscisses OP et OP', 
si QP = QP' ^ x, ; et comme le radical de 

y se réduit à 



V^ 



(B' — AC) (D* — Al') — (BD — AE)> 
- AC) X,' 4- B'-AC 



MR = M"'R = M'R' = M"R' ; 



et par suite MM'M"M"' est un parallélogramme ; donc, Us cordes MM', M"M'" nmil 
pardliles au diamètre II . ei elles sont les conjuguées de QÛ ; car Q est le milieu 
de PP'. Ainsi QQ ou (rf) est bien le conjugué de II ou (d). 

Il est important de faire remarquer au lecteur que (d) existe toujours, mais qur 
son conjugué ((f) exige que l'on ait 

B'— ACj 0. 

Ainsi Us genres dits elliptique et hyperbolique sont les seids admettant des 
diamètres conjugués et des parallélogrammes inscrits. 
De plus , le point de rencontre 

r BD — AE BE— CD H 
L~ B' — AC ' ~ B' — AC J 

U 



m Î.EÇON XVII. — Le genre B* — AC < 0, donne une courbe limitée. 

des diamètres (il) et (d) est le centre de la courbe : car, en joignant MG et M"C, 
régalité des triangles MGR et M"GR' donne 

A A 

MGR = M"GR' et MG = M"G ; 

c est-à-dire que toute corde MM" passant par le point G, est divisée, par ce point, 
en deux parties égales. Donc , ce point G est bien le centre, 

91. Reprenons la discussion générale de Tordonnée de la courbe qui, 
d'après ce qui précède, est réduite à Texamen de sa partie irrationnelle, dénom- 
mée ORDONNÉE COMPTÉE A PARTIR DU DIAMÈTRE , et qUC nOUS écHrOnS 

Y == ± ^ 1/ (B* — AG) x^+ 2 (BD — AE) x + D' — AF. 
Gette ordonnée , à partir de II, sera nulle pour les abscisses données par 
(B* — AG) x'+^ (BD — AE) a: + D* — AF == ( 1 ) , 
et comme on ne peut admettre pour x que des valeurs véritiant 

(B^ — AG) x' + 2 (BD — AE) a; + D- — AF > 0; 

deux cas généraux se présentent : ce trinôme en x est de degré impair ou pair; 
cest-à-dirc 

B' — AG « et B^ — AG ^ 0. 

Dans le premier cas, les diamètres ne rencontrent la courbe qu'en un seul points 
et le lieu (%) doit être ouvert dans le sens de ces droites, lesquelles auront une 
direction unique; car autrement la courbe ayant plusieurs branches ouvertes dans 
divers sens, une droite pourrait la rencontrer en plus de deux points, ce qui est 
contre la nature môme des courbes du second ordre. 

Enfin, lorsque B* — AG ^ 0, les diamètres auront deux intersections avec la 

courbe, OMne la rencontreront pas : dans ce dernier c^s, ces droites sont impro- 
prement qualifiées d*IMAGINAlRES. 

^^« La loi de succession des valeurs de Y ne saurait être la même dans les 
trois hypothèses spéciales que donnent les deux cas généraux dont nous venons de 
parler. Examinons les rapidement : 

l. B' — AG < 0. 

Gette hypothèse exige (VIP leçon) que les racines de (1) soient réelles et iné- 
gales, car tout autre système réduit (x) à un point ou à un lieu imaginaire. Or, en 
désignant par x* et x'' ces racines réelles, toute valeur de x non comprise entre 
x' et x" devra être rejetée, parce qu'elle rendrait Y imaginaire; et par suite (9) ne 
peut s étendre au-delà de Tespace compris entre les droites. 

x = x', X = y. 



Le genre B' — AC^O, donne une ligne illimitée dans in sens. 107 

Au contraire, toute valeur de x campHse entre \' et x" dorme pour Y une ex- 
pression réelle. 

Ainsi le genre B* — AC < 0, est tel que le lieu (cp) sera limité entre deux parai- 
lèles à Vaxe des ordonnées y ainsi que dans le sens des Y; puisque des valeurs 
finies substituées à x, ne peuvent rendre infinie la forme entière de Tordonnée de 
la courbe. 

Ce genre est appelé elliptique. 

IL B- — AC = 0. 



Nous avons ici 




Y « ± rv 2 (^^ — AE) X -h D*- 


-AF, 


et comme (VIP leçon) on doit avoir 

1 




BD AE > 0; 





il en résulte que ;r, devant satisfaire à la condition 

2 (BD — AE) X + D* — AF "^ 0; 

acceptera tous les états de grandeur depuis 

Ï)*-AF . , ^ 
— jusqua ± Qo , 

2(BD — AE) ^ ^ 



suivant que Ion aura 



BD — AE J 0. 



Ainsi cette courbe s étend à Vinfini dans un seul sens de Vaxe des X, et cela à 
partir de sa section avec le diamètre (d). 

Ce genre de courbe du second ordre est celui parabolique. 

III. B* — AC > 0. 

Dans ce cas, nous avons reconnu (VIP leçon) que les racines de (1) pouvaient 
être inégales ou imaginaires; examinons ces cas particuliers. 

V" x' et x" réelles et inégales. Le signe du coefficient de ic' rejette pour x les 
valeurs comprises entre x' et x\ et admet toutes celles non intercalées entre les 
mêmes limites. 

Ainsi te lieu (9) s'étend à Vinfini en dehors des parallèles 

X == X et x == x'\ 

tant daiis le sens des x positifs que dms le sens opposé; dx)nc cette ligne eM composée. 
de deux hwtches se tournant leurs convexités, car autrement une droite pourrait 
la rencontrer en plus de deux points. 



108 Leçon XYll. — Lk gbnr£ B' — AC> 0, bst illimité dans deux uuis. 

2*» a;' ET x" IMAGINAIRES. AioFs la courbe ne coupe point le diamètre (d), mais le 
signe de B* — AC permet d'admettre pour x une valeur réelle quelconque ; et par 
suite le lieu (9) s'étend saris discontinuité dans les deux sens de l'axe des X. 

D'un autre côté, comme Y peut s'écrire 

on reconnaît, à cause du signe de la partie indépendante de x, que 

BD — AE BD — AE 



xV/B' — AC+ . . " = ou.^=-— ^ 

J/B« — AC B' — AC 

donne 



minimum Y 



-V^ 



— AG) (D* — AF) — (BD — AE) . 



B'- AC 

c'est-à-dire quU n'existera aucun point de (f) entre les parallèles 

« = — - a- — " ± -% / (B' — AC) (D» — AF) — (BD^TÂl) ' 
A A aV B'-AC 

Ainsi, dans ce cas particulier, le genre B' — AC > 0, appelé hyperbouqvb, n'a 
point subi de modifications radicales. 

83. Remarques I. Les racines de (1) réduisant l'ordonnée de la courbe à 
l'une des valeurs simples. 

» = -Â^-Â '' 2/ = -Â^-Â' 

on en déduit qu'en ces points, Yordonnée est tangente au lieu (9) ; et nous retrou- 
vons ce théorème : la tangente a une courbe du second ordre , est parallèle aux 

CORDES CONJUGUÉES DU DIAMÈTRE DU POINT DE CONTACT. 

II. Dans le genre B' — AG < 0, les droites 

î/ = --x~- -^ It / (B^ - AC) (D- ^ AF) - (BD - AE)-^ 
^ A A AV B»-AC 

sont tangentes à la courbe. 

III. Ces deux dernières droites sont également tangentes au lieu B- — AC > 0, 
si toutefois x' et x" sont imaginaires. 



. En résumé, ié^uutio7i {(p) n'admet que trois genres de courbes. 
I. Les ELLIPSES, courbes limitées en tous sens et dont les caractères analy- 
tiques sont 

B^ — AC < avec (BD — AE)^ — (B^ — AC) (D* — AF) > ; 



Cas PàRTlCbXIBRS DS CHACUN BES TROIS GENRES DE («). 109 

et admettant comme cas particuliers : 

\ \ ( , B« — AG < 0, 



ij U(BD— AE)»— (B'— AC)(D'— AF}-0; 

' caractères : < 
\\ I B-'— AC<0, 



!• Un point, 

/ caractères : 
^ Lieu imaginaire, ]) ( j (B^_^,r_(B.lAC)(D'-AF)<0. 

N. B. Pour le premier de ces cas pai-ticuliers, on dit souvent que l'eUipse ou 
le cercle est réduit à son centre. 

II. Les PARABOLES, formées chacune d'une branche iutinie et pour lesquelles 
on a 

B* — AC = et BD — AE ^ 0. 

Ce genre contient encore 

. ^ ... \ ■ I B* — AC = 0, 

l'-Deu^cparaUéle., | , ^ BD-AE = et D^-AF>0; 

.^ rr . . U ' ) B' — AC = 0, 

^Uneévtteuntque, ; exigeant ^ gb- AE = et D^- AF = 0; 



1 



3** Deux parallèles ima- 
ginaires , 



JBD — AE = et D*— AF<0. 



N. B. Le cas de la droite unique doit être cooçu sous le point de vue de deux 
droites confondîtes en une seule, 

III. Les HYPERBOLES, lieux composés chacun de deux branches infinies se 
tournant leurs convexités et dont les conditions d'existence sont 

B*— AOO avec (BD — AE)» — (B* — AC) {D« — AP) J 0; 

et admettant comme variété unique deux droites convergentes caractérisées par 

B* — AC>0, 
(BD — AE)^ — (B* — AC) (D' — AF) == 0. 

N.B. Cette variété est dite : Hyperbole réduite à ses asymptotes. 
Nous allons maintenant proeéder à la coustmctian de chacun de ces trois 
genres de courbes. 



VIII. 



XVIII' LEÇON. 



Conitruction de l'EUipie ; ezercices. — Constmction de l'Hyperbolo si de ea coiija- 
gnée ; «xercices. — Construction de la ParaLole ; exercices. 

CaDBlractloM de l'EIllpae. 

;B'~AC<0 avec (BD — AE)'— (B' — AC) (l>'— AF) > ;. 
' as. Reprenons l'oitlonnée de (a), savoir : 

y \x—~ ± \ V (B'— AC) ï'+ 2 (BD— AE) a; + D' — AF; 

et soit 11 le (liam^re 

B II ,. 



dont les points d'iiilci'scclioii 
avec la courbe sont donnés 
par les racines réelles de 

(B' — AC)x* + 2(BD— AE)j:-1-D- — AF — (1). 



Leçon XVIll. — Construction de l*éi.lipse. 411 

Donc , on aura ces points H' et H" en prenant 

OP' = z' et OF' -= sf' ; 

puis , traçant P'H' et F'H" parallèlement à Taxe des Y. De plus , ces dernières 
droites sont des tangentes à (cf). 
Afin de reconnaître la forme de la courbe, nous écrirons 

B D l/ÂC=B* ,/ — ; 

Cooi posé, on voit immédiatement que x n admet que les valeurs intercalées 
entre x' et x"; c est-à-dire que (9) est entièrement située entre les parallèles 
VW et P"H". En outre, la forme entière de y implique un maximum pour cette 
variable, puisque x est une valeur finie. En effet, la somme constante 

af—x'' 
des facteurs variables x' — \et\ — x", exige pour cette limite 

•*' *C "' X ' X y 



doù 



x'4-x" OF + OP" BD — AE ^^ 

X = — -î s= == 00 • 

2 2 B« — AC ^' 



et par suite, en traçant QQ parallèle à Taxe des Y et prenant 

CS' = CS" = ^ ~^' |/AC — B», 

^ 2A 

nous aurons les points S' et S'' de la courbe, les plus éloignés de II ; et le lieu sera 
langent aux parallèles R'R", R'" R'^ menées par S', S" au diamètre IL 

Nous savons du reste que II et QQ sont des diamètres conjugués et que leur in- 
tersection C est le centre; enfin, leurs longueurs sont 

g.g,.^ t/(BD - AE)' - (B' - AC) (D« - AF) ^ 

Al/ÀC — B» 

pour QQ; et on obtiendrait facilement H'H", au moyen des coordonnées des 
«irémilés H' et H". 

Enfin, la forme de la courbe sera celle indiquée (fig. 28), car ce lieu continu ne 
peut être ni sinueux, ni convexe vers le centre , saijs perdre sa propriété caracté=^ 
ristique de ne pouvoir rencontrer une droite en plus dé deux points. 

^O. Remarque. La définition vulgaire de la circonférence établit instantané- 
ment que son équation est du second degré ; et, comme des courbes de cet ordre, 
le genre Elliptique est le seul fermé de toute part, il doit la renfermer comme 
forme spéciale. En effet, en supposant les axes rectangulaires et 

A = C aveA' B =- 0, ' 



Leçoh XVUI. — COHSTHocnon db l'hypeubolb d" cas). 
Aj" + A»" + SDj + ÎEl + F — 0, 



-AF 
A' ' 



<£u dont chaque point (x, j 
/fl çttflMdV crasMnte j-|/ D- + E' — AF. 



ST. Voici quelques courbes à coartruire et à discuter : 
10 y< — irv + to' — ï + ar — 7 "= 0. 

2" 1,' — 4a:i/ + Sx" — 2)/ -i- 2a + 2 = 0. 

3» y — 2j:.w + Zi' — 2y + 3 = 0. 

<o 1,1 4- ji _ 4y -|- 2j: = C^trcj rectangulaires, puis obliques). 

50 Sfl' 4- .TU + .r' + 2y + 4 = 0. 

l B' — AC> nvfc (BD — AE)' — (B' — AC) (D' — AF) J {. 

»**. I" CAS. (BD — .\Ey — (B' — AC) (D' — AF) > 0. L'ordonnée de (9) 

donne d'abord le diamè- 
tre II ou 

B D 

dont les points d'inter- 
section avec la courbe 
seront donnes par 
:t' = OP' et «" — OP": 

x' et sf' Étant les racines 
réelles de 
(B' — \0) .r' + 2 (BT) - .\El .t + I)' - AF = {i}. 

Ainsi se trouvent fixés les points H' et H", où le lieu est tangent k son ordonnée ; 
puis, pour la suite de la construclion, nous écrirons 



D /B* — AC 



La forme précédente de l'ordonnée exclu immédiatement les valeurs de x interca. 
calées entre a:" et-a;", M admet au contraire tontes les autres; donc, la courbe s'étend 



Construction db i/hvperbolb (2" cas). H'i 

à l'infini k droite do point H' et & gauche de H", tant au-dessus qu'au-dessous du 
diamètre II. 

En conservant la marche générale observée k la XVII' leçon, on reconnaîtra 
bellement qne la droite QQ déterminée par 

a! +ar BD — AE 



• — AC 



= 0Q, 



est le diamtttre conjugué de II et qu'il ne peut rencontrer la courbe; de plus, que 
riiilcrsectioii C de ces droites est le centre. 

Enfin, cûinme ce genre decourbe admet deux asymptotes, il est utile de commen- 
cer par construire ces droites 

B D 1 ( ^ BD — AE ) 

* A A A ( l/B» - AC i 

à cet effet, le centre G étant un de leurs points, il suffira de porter sur OY, k 
partir de son intersection 0' avec II, 

BD — AE 



OG = O'C = - 



A l/B' — AC 

pour déterminer encore un point de chacune djclles qui seront alors CG et CG'; 
et par suite le lieu sera constitué par les deux branches inûnies SU'S' et KH"K' 
asymptotique» aux droites G'CG"' et GCG". 
N. B. On porte souvent sur QQ, à partir du centre C, 



ra _ r.N' _ i . / lB° - l^r - (B- - AC) (D' - AF) 
aV B'-AC 

qu'on regarde comme la demi-loogueup du diamfelre imaginaire QQ. 
2- c»s. (BD — AE)' — (B" — AC) (D' — AF) < 0. Ici, le» racine^de 
(B' — AC) I' + 2 (BD — AE) 1 + D- — AF - (f), 

étant imaginaires, la 
courbe ne rencontre 
pas le diamt'tre II , 
donné par 

B D 

»—i'-r 

D'un autre côté, une 
valeur n'etle quelcon- 
que attribuée à x, spé- 
cifie pour fordonnée 

de (if) une forme réelle; donc le lien S'étend indcGninient dans les deux sens 

de l'axe des abscisses. 



iU 



Leçon XYlII. — ExsRdcËâ. 



Enfin, pour déterminer les points de (f ) les plus voisins de II, nous écrirons 
l'ordonnée, comptée à partir du diamètre, de la manière suivante 



-M 



^y^=rc.+^^=^\ ^»*-^c) ^'-^^ - <»^^>' 



V/B«— AC 

et on reconnaît immédiatement que 
BD — AE 



B»— AC 



X l/B* — AG + 



l/B' — AC 



BD — AE „ 

ou a: -= — p. _^^ = OQ, 



donne 



minimum Y 



- ï \/'- 



— AC) (D' — AF) — (BD — AE)' 
B' — AC ' 



et par suite en portant sur QQ, conjugué de II, 

CN - CN' = - . / (B' - AC) (D' - AF) - (BD ="ÂËj'' 

A V B* — AC 

on aura les points N et N' les plus proches de II; c*est-à-dire ceux où les tangen- 
tes à la courbe sont NK et NX parallèles à II. 

La construction du lieu s'achèvera aisément, en traçant primitivement les 
asymptotes CG et GG', au moyen du centre G et des points G et G', où elles cou« 
peut Taxe des ordonnées , et pour lesquels on a 

BD — AE 
O'G — O'G' -= — , 

A l/B« — AG 

^O. Remarque. Les deux courbes précédentes sont du même genre kyper- 
bolique, car elles ont les mêmes caractères géométriques; et lorsqu'on les consi- 
dère simultanément : elles sont dites hyperboles conjuguées, ont les mêmes 
asymptotes et les mêmes diamètres ; toutefois avec cette profonde distinction que 
les lignes diamétrales réelles de tune sont imaginaires dans Vautre et réciproquement. 



Exerdi 



OO* Déterminer et construire 

1» y» — Axy + « — 6 = 0. 

20 2y«— .4a:y — ar« — 2y — ar + 4 

3» 4y« — «• — 2a; + 1 =0. 

40 4yt «. gjjy _|. 3xt — 4y + 6x — 4 



»0. 



0. 



CoDstmctlon de la Pamibole. 



B* — AG«0, BD — AE >0. 



CONSTKDCnOH Dl LA PAUBOLI. 115 

9X' L'ordonnée de la courbe se réduit h 

,: ï* — ^ ± ^1^2 (BD - AE) X + D' - AF; 

a la droite 

sera encore le diamètre des cordes parallèles à l'axe des Y ; donc 

2 (BD — AE) a: + D' — AF = {!), 
donnera le point unique d'intersection de («) et [d]; l'autre intersection s'étaot 
transportée !t l'infini , par suite de B* — AC -= 0. 
Enfin, il est évident que toute abscisse satisfaisant à 

2 (BD — AE) 1 + D' — AF > 0, 

déienninera pour y des valeurs réelies; et que la courbe s'étendra en deux bran- 
ches, douées d'une symétrie relative par rapport k ((i), dans uf» des directions de 
l'axe des X, à partir du point 

r — - — - D' — AF 1 

L"" A* a' *" 2(BD— AE)J' 
mais afin de bien discerner la position de cette courbe par rapport aux axes 
coordonnés, nous supposerons 

BD— AE > 0, 
car pour 

BD— AE < 0, 
il suffirait de changer la direction des abscisses positives. 
Ceci posé , il nous reste à considérer successivement les trois cas suivants : 



-AF<[0, 



1«CAs:D*— AF< 0. 

Nous avons, pour l'in- 
tersection de II, avec la 
courbe. 



— ^7— — TT— OP>0; 



et par suite le point H 
où le lieu est tangent à 
l'ordonnée. 



s autres points de (<f) seront déterminés par 

2(BD~AE)a;-|-D' — AF > ou i > OP. 



IIS 



UçoH XVm. — Esiaocu. 



Ainsi la courbe s'étend à l'infini dans le sens des abscisses positives, k partir 
da point H , ce qni donne GHK. 
N. B. La ligne CEX serait celle correspondante à BD — AE < 0. 

2" CAS : D'— AFa=0. 

Ici l'intersection de {d) 
avec (^), est donnée par 

2(BD— AE)x=Ooua;=0; 

c'est-à-dire que le point 
H est sur OY ; çl comme 
pour les autres iwints, 
on doit avoir 

2 (BD — AE) I > ou I > 0. 
on en déduit GHK pour la ligne demandée. 
N. B. G'HK' serait le lieu pour BD — AE < 0. 

3- CAS : D* — AF > 0. Le point d'in- 
tersection du diamètre (d), est alors eu 
H , donné par 

D' 



= 0P< 0, 



^ -AF 

2 {BD — AE) 

et les autres points par 

X > OP; 

c'esr-à-dire qu'on obtient GHK. 

N. B. Si on avait BD — AE < 0, on obtiendrait GH K'. 

»». Remarque. Quoique la parabole soit formée de deux branches infinies, 
pi-olongement l'une d.e l'autie, nous avons reconnu qu'elle n'admettait point 
d'asymptote et cela tenait à celte circonstance spéciale que l'ordonnée 6 l'origine 
de cette droite, devenait infinie pour la position limite de la tangente, malgré que 
cette dernière droite s'approche de plus en plus d'être parallèle aux diamètres 
de la courbe. 

Exordees. 
93. Discuter 

l' y*-\-2X9 + x' + 4y + 3x-i-3 = 0. 
2°y + ary + a:' — 21/ — aa:— 1=0. 
3' iy* — *xy + x^ + 2y — x-\-2-=0. 
4" iy — 4xy + X*—iy + 2x+l = Q. 



5i Vlll. 

Malte de la convlrvctl^ii des eonrbes que renferme (9). 



XIX« LEÇON. 



SOxMMAlRE. 

Formes spéciales de((p):B=»0;A = 0; k =^0 k C = 0; Â==0 &B=0. — 
Exercices. -— Résumé de la construction des courbes du second ordre. 



Formes spéelales de Inéquation (ç)« 

Nous allons maintenant examiner les cas où Féquation des courbes du 
second ordre, est privée de certains teinmes. 

I. B = 0. 

L'équation est aloi-s 

Ay» + Ca;' + 2Di/ + 2Ex + F = : 
on en déduit 



D 1 



y = _ ^ ± ^V— AC. «* — 2AE. x + D' — AF, 
ou 



4- AK- 



^ * . // ./ — Ï7Î AE y (D— AF)C + A 

La première forme accuse une ellipse ou une hyperbole, suivant que A et C sont 
de mime signe ou de signes contraires; et détermine le diamètre, parallèle à Taxe 
des X, 

ff = — r (^)- 



118 Leçon XIX. — Cas PÀBncuLisBs db (?) : B =- ; A — 0. 

lia seconde forme de l'ordonaée donne, pour le diamètre conjugué de (d), 

, AE E 

« 1/— xc. — n ou xs= (d). 

1/-AC C 

Les droites (d) et {£) déterminent le centre de la courbe. 
Le reste de la construction du lieu s'effectuerait comme précédemment, et il 
serait facile de vérifier que des deux diamètres (d) et [<£), un seul rencontre la 
courbe lorsque A et C sont de signes opposés. 
II. A = 0. 
Alors, on a 

2Biy -\- Cx* + iDy + iEx + Y ^ 0; 

et, dans ce cas, comme il est préférable de résoudre par rapport à la variable y, 
qui n'entre qu'à la première puissance, on obtient 



" 2 (B« + D) ^ ^ 2 (Bi + D)' 

Or, au titre des asymptotes, nous avons vu que ces droites étaient 
1/ = rx + s et B« + D =- 0; 
et qu'elles constituaient le lieu pour le tas de 
( = 0. 

Donc, en omettant logiquement cette variété de (ç), si nous construisons 
d'abord ces droites GG' et KK' qui détermi- 
nent le centre C de la courbe; et que nous 



l'ordonnée PN de GG' devra être augmentée de 



2 (B. DP + D)' 



pour obtenir un point M du lieu, en suppo- 
sant négative l'expression précédente; d'où 
l'on déduira la branche SMS', en taisant dé- 
croître X depuis 



-foo jusque Bx + h = 9; 
tandis qu'en faisant croître numériquement x depuis 

Bx -)- D = jusqu'à — oo , 
on fixera l'autre branche RM'R'. 



DK <¥) : A * e( C =0: A <=• et B = 0. 119 

m. A = 0, G~0 

Ici nous avons 

2Bii/ + ÎDy + 2Ei + P — 0. 
d'où 

— 2Ke — F t 

" ~ 2 {Ba: + D) ~ ' "•■ 2 (Bx + D)' 
Les asymptotes sont donc 

y = s et ftr + D =- 0; 
c'esl-à-dire qu'elles sont parallèles aux axes 
coordonnés; et le tracé de ces droites GG', KK' 
permettra celui des deux branches SMS' et 
RM'R' de la courbe. 

Dans notre figure, nous avons supposé que 
la partie fractionnaire restait constamment 
potitive depuis 

x= + <x> jusqu'à Rr + D = 0; 
et par opposition, elle sera touiaurs négative de 
a; = — oo à Er-|-D — 0. 
IV. A = 0, B = 0. 
L'âquition («) devient 

Gc' -f 2Dy + 2Ea! + F — 0, 
dottc, en la résolvant par rapport à x, 

X 1± ^I/-2CDy + E'-CFi 

et par suite on reconnaît que les diamètres de cette parabole sont parallèles à l'axe 
des Y, puisque l'un d'eux est 

Du reste, la courbe se construirait comme dans le cas général de (ç) ; mais nous 

allons exposer un autre mode de tracé ne manquant ni d'élégance, ni de caractère. 

En effet, en résolvant par rapport k la variable qui n'entre qu'à la première 

puissance, on a 

G . 
ï = -gpa:- — p-, 2D" 

et nous supposerons a > : car pour a < 0, il suffirait de changer la direction 
des Y positifs. 
Or, les points de section de l'axe des X avec la courbe sont donnés par 
a*' + 2èx + c = (\); 
et évidemment nous aurons les troi» cas particuliers suivants : 



420 Leçon XIX. — Cas pahticuligh de <^ : A ^ «l B = 0. 

1" CAS ; /»»_ oc > 0. Alors (ç) coupe OX 
en deux points P' et P", donnés par 

OP'=rj:' et Op-'=^x"; 

x' tXif étant les racines réelles de (i). 
Ceci posé, l'ordonnée y peut s'écrire 

y'=a(x~ai)ifi — af'); 

et par suite, depuis 

X = OP' jusqu'à X = OP", 
If sera constamment négatif. De plus , en écrivant 

y a{x — x'){x"~x)i 

puis, posant 

x — 3^ = x" — x OU ix = x' +J^'^ 2.0Q. 
on obtient numéiiquemenl 

Maximum y «■ — a l ) => QM. 

Ainsi, de 

» l = OP' = *■ jusqu'à X — = OP" = t", 

on détermine la portion FMP" de la courbe. 
Enfin de 

j;=.a:' = OP' à * = — oo. 
y croit de à + 00 , d'où la branche P'R ; et de 

a: = x" -= OP" à x = + ao , 
la continuation de MP", c'est-à-dire P"S. 

N. B. La ligne ponctuée R'M'S' serait celle correspondante à l'hypothèse de 
a < 0. "^ 

2""' CAS, i' — oc <= 0. La parabole est alors 
tangente à l'axe des X, au point Q pour 
lequel 

OQ = x- = X"; 
et l'ordonnée affecte la forme 
y=a{x — xy. 
Donc de 
x = OQ = x' jusqu'à j; = -f ao 
on déduit QS; tandis que la partie QR se 
détermine par x variant de 

OQ à — ». 



Exercices. — Rësimë de la coNSTRCcnon des courbes du second DBCHii. 



IjC toul constitue la ligne RQS. 

N. B. R'QS' serait la caractérisation géométrique de (ç) pour o < 0. 

3" CAS. b'' —ac < 0. Les racines de (1) 
sont imagintùres et la courbe ne rencontre 
pas l'axe des X; de plus, comme x peut passer 
par tous les états de grandeur sans troubler la 
réalité de y, il y a lieu de déterminer le mtfii- 
mum nujnériqne de y. Or, on a 



X -\- ^ = ou ir = — - = 0Û. 

donne 

Minimum y ^ ^ QM. 

a 

Ainsi le lieu sera tangent en a à la parallèle MI à OX et sera RHS pour 
a > 0; et évidemment R'M'S', lorsque l'on aurait a < 0. 

9K. Reharques I. La parabole tourne donc sa convexité vers la partie infé- 
rieure ou supérieure de son plan suivant que l'on a « ^ 0. 

IL Dans les hypothèses 

B — et G = 0, 
la courbe serait disposée par rapporL à l'axe des Y , comme elle l'était par rapport 
a OX, dans le cas précédent. 



OO. Construira les courbes. 
1» :b' — 3xy — 2« + 10 = 0. 
2« 5ot( — 8y + &c — 5 = 0. 
3" ï' — ixy + ar — 6 = 0. 
4" a!'^3x + 2y + l = 0. 
50 a:» — ixy -I- 4^ — 3x + 2 = 0. 
e» xy^3y — 2x + 9 = (). 

■«•OMé de la eonatraetlon dea etiorbea ds Bcegad dcfré. 

OT. Pour discuter une équation numérique du secoTid ordre et à deux varia- 
bles, il faut appliquer directement les théories précédentes, et non pas s'astreindre 
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i^ Leçon XIX. — Résumé de la construction des courbes du second degré. 

à former les conditions analytiques du genre de courbes et de leurs variétés. 
Ainsi, il faut, une des variables entrant au carré, 

l"" Résoudre par r.apport a cette variable ; 

^ Observer le signe du coefficient du carré db l*autre variable qui se trouve 
sous le signe radical, ce qui fixe le genre ; 

3° Déterminer la nature des racines du radical égalé a zéro , ce qui fait 
connaître s'il y a courbe ou seulement variété. 

Si une des variables n entre qu'à la première puissance , il est préférable d'ob- 
tenir cette variable en fonction de Tautre, et on en déduit immédiatement le genre 
parabolique ou hyperbolique, suivant que les rectangles des variables manque ou 
existe; et, dans le second cas, les asymptotes sont parallèles aux axes coordonnés 
dont le carré manque. 



§ix. 

BédnetloB d« (9), 



XXe LEÇON 



SOMMAIRE. 

Courbes à centre. — Disparition du rectangle des variables. — Equation de Tellipse 
rapportée à ses axes. Cas particuliers. — Hyperbole rapportée à ses axes. — 
Hyperboles coi^uguées et byperbole équilatère. Cas particuliers. 



Les théories précédentes nous ont fait partager les courbes du second 
ordre en trois genres , contenant deux classes spéciales : 
I. Courbes a centre : — II. Courbe dépourvue de centre : 
Aussi allons-nous simplifier Téquation générale (^), en considérant successive- 
ment chacune de ces classes. 

!• Courbe* ik. centre. 

1^9» La théorie du centre a permis (XIV'' leçon) de ramener (9) à la forme 

Ay« 4- 2Rrj + Cx» + F = (9'), 

pour les cas de B' — AC ^ , avec la condition 



F' = 



> 

(BD — AE)* — (B» — AC) (D« — AF) 



A (B« — AC) 
Ceci posé, essayons de faire disparaître le rectangle des variables et cet essai 



iU Leçon XX. — Disparition du terme en xj/ dans (?). 

est légitimé (§ 56) par Fétude des diamètres conjugués; soit a. Tangle formé par 
Taxe des X positifs nouveaux avec l'ancien et par suite changeons 



X 



{ X COS. a — y sin. a , 
en ■ 



y ) { X sin. a + j/ cos. a, 

puisque les anciens axes coordonnés peuvent toujours èti*e supposés i*ectangu- 
laires. Cette substitution donne pour (9') 



A COS.* a 
— B sin. 2a 
4- C sin.' a 



y* + (A— C) sin. 2 a 
+ 2B cos. 2 a 



xy + A sin.^a 
-h B sin. 2a 
+ C cos.^ a 



ic* + F = 0. 



Profitons actuellement de l'indétermination de a pour éliminer le terme en xy : 
à cet effet, posons 

(A— C)sin.2«+2Bcos.2a«0 d'où tg.2a= (tg.2a); 

A — C 

donc, on aura toujours pour 2a deux séries de valeurs admissibles, car les tan- 
gentes peuvent passer par tous les états de grandeur ; une de ces séries corres- 
pond à des angles positifs, Tautre à des valeurs négatives pour a, mais on peut 
ne considérer que les grandeurs positives de a ; et quoique ces dernières soient 
multiples sous le point de vue analytique , il n y aura qu'uN seul système géomé- 
trique daxes coordonnés. En effet, a étant compris entre 0** et 360°, 2a aura 
pour limites 0"* et 2.360°; donc, si nous désignons par 2a' la valeur de 2a < iSO"", 
les seules valeurs de cette indéterminée seront 

« 

2a', 2a' + 180°, 2a' + 2.180° et 2a' + 3.180°, 
et, par suite, pour a 

a, a + 90°, a + 2.90« et a + ja.90°. 

•Mais les divers systèmes d'axes qui correspondent à ces grandeurs de a, n'en 
forment physiquement qu'un seul : Le second, le troisième et le dernier ne sont 
autres que le premier qui aurait tourné autour de Vorigine de m y de deux et de 
TROIS quadrants trigonométriques. 

Ainsi pour un système unique et géométrique daxes rectangulaires, nous obte- 
nons, pour les courbes à centre, rapportées à ce point pour origine, 

(Acos*a— Bsin2a+Csin*^a)y*+(Asin'a+Bsin2a+Ccos*a)x*+F'=0 (1) ou (9") ; 

sauf à déterminer les coefficients de y^ et de x*, en fonction de A , B et C ; puis- 
que a ne dépend que de ces constantes. 
Or, en posant 

M = A cos.^a — B sin. 2a + C sin.*a et N = A sin.*a + B sin. 2a + C cos.*a. 



Ellipse rapportée a ses axes ; cas particuliers. 125 

nous en déduisons d*une part 

et d autre part, en remplaçant cos. 3a et sin. ix en fonction de tg. 2a, 

,_^_,| ^^)-jB»j; _ (A -C). + *B. _ ■,^^. 
V/ l4-tg.»2a l/(A— C)«+4B' 

d'où 

M - I (A + C) + 1\/(A-C)'+4B' et N= | (A + C) — | l/(A-C)'+4B'; 

» 

et comme (§61) 

(BD — AE)' — (B' — AC) (D* — AF) 
"" A(B" — AC) 

Téquation (1) est complètement déterminée. 



Remarque. Le lecteur a déjà saisi que prendre le radical 1/ (A — C)* + *B* 
avec le signe — , reviendrait à changer x en y et réciproquement. 

1€M>* Considérons maintenant chacune des deux courbes à centre : 

I. B* — AC<0. 

Dans ce cas, M et N sont positifs, puisqu'on a 

V/(A — C)* + 4B« < A + C, 

et que F doit être négatif (VII Leçon), pour qu'il y ait courbe. 

Ceci posé, introduisons dans (9'') les longueurs des demi-axes conjugués : à cet 
effet, soit a celui situé sur OX et b l'autre appliqué sur l'axe des Y ; on a 

— F 






a* 
— F 



. V *' 

Ainsi ((p") devient 

— P —F 

OU 

ay + t'a:* = a«^*. (e) 

Telle est l équation de l'ellipse rapportée a ses axes comme lignes de coor- 
données. 
Remarques I. (BD — AE)» — (B- — AC) (D* — AF) = donnerait 



« 

i26 LEÇON XX. — Uypkrbolb rapportés a S£8 axes ; cas particuliers. 

c est-à-dire un points puisqu'on devrait avoir simuUanément 

X = 0, y = 0. 

Dans ce cas, on dit que YelUpse est réduite à son centre^ ce que nous savions. 

II. (BD — AE)« — (B' — AC) (D* — AF) < 0, ne permettrait de vérifier ((p) 
pour aucune solution réelle de a; ou de y, donc le lieu est imaginaire; résultat 
indiqué à la VIP leçon. 

III. Enfin a = b réduirait (c) à la forme 

^' + y* = a*; 
c'est-à-dire que VeUipse deviendrait un cercle, puisque les axes sont rectangulaires. 

IL B» — AC > 0. 

Or, cette hypothèse implique 



l/(A — C)« + 4B» > A + C; 
donc 

M > et N < 0. 
D un autre côté, l'existence du lieu exige 

(BD — AE)' — {B« — AC) (D« — ÂF) J : 



amsi on pourra avoir 

< 



F ^ 0. 



Considérons le premier de ces cas. 
Posons 

y = il vient Na« + F' = d'où N = =^; 

tandis que 

j; = 0, 

ne donnant pour y que des valeurs imaginaires, on a 

M(ftl/^=n[)» + F=0. d'où M=:?i'; 



et, par suite, (9") devient 

6» ^ ' à 



F F' 



OU 

aY — b*x' = — a^b* (ft). 

Telle est rÉQUATlON de l'hyperbole rapportée a ses axes, celui des X RENCON- 
TRANT LA COURBE. 

Remarques I. F < donne 

aY — *»x* = a*b* (h^) 



Hyperboles conjuguées. ~ Hyperbole équilatère. 1â7 

qui ne diffère de (A), abstraction faite des axes de la courbe, que par le change- 
ment de x en y et réciproquement. Les courbes (A) ei.(h^) ont les mêmes asymp- 
totes, et plus tard nous verrons quefe^ diamètres réels pourVune sont imaginaires 
pour Vautre et réciproquement. 
N. B. {h) et (AJ sont dites hyperboles conjuguées. 
II. Enfin , lorsque 

a = A, 
il vient 

A') y* — X* «= — a* ou y* — x* = a* {h\ 

et rbyperbole est dite équilatère : on reconnaît immédiatement que ses asymp- 
totes sont rectangulaires; et ou démontrera plus loin que ses diamètres conjugués 
sont égaux, ce qui permet de dire que l*hyperbole équilatère est parmi les 
hyperboles ce qu'est le cercle parmi les ellipses. 
m, (BD — AE)*- (B« — AC) (D* — AF) = réduit (A) à la forme 

c est-à-dire que la courbe est réduite a ses asymptotes. 
ipi« Ainsi 

aY ± *'^'= ±fl'**, 
sont les équations les plus simples des courbes à centre du second ordre , les 

SIGNES supérieurs SE RAPPORTANT A l'eLLIPSE; et LE SIGNE INFÉRIEUR OU PREMIER 
MEMBRE A L'hYPERBOLE, QUEL QUE SOIT LE SIGNE DU SECOND MEMBRE. 



§ IX. 



Suite de Ui rédnetton dé (^)« 



XXIe LEÇON. 



SOMMAIRE. 

Simplification de Téqnation de la courbe dépouTTue de centre. — Ëqnation la plas 
simple des trois courbes dn second ordre. — Exercices. 

n« Courbe déponrrae de eeaire* 

lO!^. Nous avons vu précédemment que Téquation de cette courbe , ne pou- 
vait être privée en même temps des termes du premier degré ; et cela par suite 
du caractère analytique B' — AC «= 0, indiquant géométriquement que son 
centre est situé à Tinfini. 

Aussi devrons-nous considérer Téquation des courbes du second ordre sous sa 
forme la plus générale, c'est-à-dire 

* 

Ay« + ihxy + Ca?« + 2D» + 2Eir + F « (9) ; 

et cbercherons-iïous à faire disparaître le terme en a;y. A cet efifet changeant , 
comme pour les courbes à centre, 

X ) ( X COS. a — y sin. a , 

y ) { X sm. a + y cos. a, 



PaRABOLB RAPPORTÉB a son AXS ET A SA TANGENTE AU SOMMET. 
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(f) devient 



Ac0S.*a 


y«-f(A— C)sm.2a 


xy+Asin.*a 


^•4-2Dcos.a 


y+ 2D sin. a 


— Bsin ia 


+ 2B COS. 2a 


+Bsin.2a 


— 2Esin.a 


+ 2E COS. a 


+ Csin.'a 




4-Ccos.*a 







aj+F«:0; 



et, de même que pour les lignes B* — AC ^ 0, posons 

— 2B 

tg. 2a=^— ^.... (tg. 2a). 

Cette hypothèse donne aussi quatre systèmes analytiques de coordonnées rec- 
tangles; mais, comme pour les courbes à centre, il n'existe réellement qu'un seul 
système géométrique. De plus , en représentant par M et N les coefficients des 
carrés des variables, il vient encore 

M+N = A4-C et M — N = (A — C) cos. 2a — 2B sin.2a. 



Or, de la valeur de tg. 2a et de B* — AC -= , on déduit 



COS. 2a = 



A — C 



A— C 



V/i -f tg.»2a V/(A— C)'+4B* A + C' 



sin. 2a «= tg. 2a cos. 2a = 



— 2B 



— 2B 



l/(A— C)*+4B« A+C' 



et par suite 



M _ N - <Az;^);±i?-' = <^±§*- A + c. 



A + C 



A + C 



Donc 



M = (A + C) et N==0, 



d'où , pour réquation transformée , 

My' + 2 (D COS. <x — E sin. a) y + 2 (D sin. a + E cos. «) ir + F=:0 



(1); 



c'est-à-dire que pour la Parabole, la disparition du rectaiigle des variables fera 
évanouir, en même temps, U carré de tune Centre elles. 

Maintenant pour calculer les coefficients des termes du premier degré de (1), 
nous avons 



2sin.' «=4 — cos.Six-al- 



2sin.* ««=-l-f-cos.2«=d-|- 



A — C 

A + C 

A — C 



d'oii 



in. « s=s %/ 
os. « = %/ 



A + C 



A + C 
47 
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et par suite 

D l/Â — E l/C" D l/C + E l/Â 

D cos a — E sin a « ^ et Dsîna+Ecos a» , . 

v^A + G ' \/iir+c ' 

donc, Téquation (1) peut s'écrire 

Les coefficients M , R et S sont déterminés. 

Il est évident maintenant que le terme en y et ceki constant F pourront tou- 
jours disparaître , puisqu'il suffira de transporter l'origine en un point (a , b) de 
(9') et d'exprimer que l'axe des Y est tangent à la courbe ; car, en égalant à zéro 
le terme en y et celui constant de la transformée de (9'), l'axe des Y serait 
tangent à la courbe, puisqu'alors l'axe des X devieiU un axe de symétrie, que ses 
cordes sont parallèles à Y et que son intersection avec le lieu est l'origine. 

Pour effectuer cette ti*ansformation , changeons dans (9') 

x) [ x + a, 

y) i^ + b, 

il vient 

My* + 2 (Mfr+ R) y + 2Sa: + (Mft* + 2Rt + 2Sa + F) =-0; 
d'où , en posant 

M6 + R = 0, ) (fe«= ^^, 

> on déduit < t^^ ^^ 

Mfc« + 2Rè + 2Sa + F«0, j (a= \^^ ; 

et par suite la transformée finale 

2S ^ 
î/« = — — a;«2/w; (P). 

Ainsi la forme (P) est la fonction analytique la plus simple pour caractériser 
LA courbe b* — AC = 0. 

Équation Ui plus slniple des trois courbes du second ordre. 

a 

103. Nous avons obtenu (XX^ leçon) pour les courbes à centre 

si nous transportons l'origine au point (— a, 0) pour l'ellipse, et à celui (û,0) 
pour l'hyperbole, il vient 

ou 

b* b* 

^ a a* 

Or, la corde conjuguée de l'axe des X , pour 
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suivant que Ton considèse CéUipse ou rhyperbole, a pour valeur numérique le 
coefBcient de x , en la désignant par ip , on aura 

*' , ', b^ p 

--P etparsmte -==£.»=^; 

d^où 

pour l'équation finale : le signe inférieur appartient à B* — AC > 0. 

Mais admettons, ce que nous vérifierons plus tard, que Fabscisse l/a' 7 b^ 
corresponde au foyer de la courbe, la corde 2p existe donc, quel que soit a, et 
comme dans la parabole (B* — AC = 0) a «== oo ; on obtient numériquement 

b* £ __ constante ^ 

d'où 

y* = ipx; 

c'est-à-dire la forme (P) trouvée (§ 102). 

Ainsi la forme 

y* — ipx ± qx* ^0 

comprend, sous l'expression la plus simple, les trois courbes du second ordre. 

ScoLiE. La forme (^) a été établie pour le cas spécial d'axes coordonnés rectan- 
gulaires; or, de simples considérations géométriques permettent de montrer que 
les coordonnées peuvent aussi être obliques : en effet, prenons un diamètre réd 
pour axe des X et la tangente à une de ses extrémités pour Y, comme cette der- 
nière droite est parallèle aux cordes conjuguées de X , l'équation devra être telle 
que des valeurs données à x donnent, pour y, des valeurs égales et de signes 
contraires; donc l'origine étant un point de la courbe, l'équation de cette dernière 
sera bien de la forme 

y» 4- 2px -j- qx' = 0, 

abstraction faite des signes des paramètres. 



lO^I* Voici quelques applications sur cette leçon et la précédente. 

10 SimpUfler y« + 2j^ + iC« — 4t/ — ar + 4 = 0. 

2° Ramener Téquation du lieu y* + 2xy -f 5a:» — ix « à la fopme, la plus simple. 

30 Peut-on donner ày« + «y — 2j;« — 2y — 2x + 3 = 0, la forme 

xy = constante? 
40 Simplifier y* — 2xy + Sx* — 2y + ix — 5 = 0. 
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SOMMAIRE. 
Applications générales sur les conrbos du sacond degré. 

•OB. Les applicEitioas développées qui vont suivre, n'ont d'autre but que d'initier 
pIuB complètement le lecteur k l'emploi de la méthode de Descahtbs. 

ThëORËME 1. 

ijul tirt ne lèsuti jti iai paiiD i «t I d'ue etirkt lu iM«id ordn , msi 
IM lirlg it urdtt j^irallilu CD, CD' ... . qai ms|iiI li i«uit« : h nnnt it 
rectuglt [CO. OD] dtadni tagiMiitt i» obinulu cordei, à ulti [IS. H] in 
HfBnti Hrropgnluti da li itcuta, tui untiit (lif . i6). 

Pour démontrer facilement cette propriété, prenons la sécante 
A.B pour axe des X et une des cordes CD pour axe des Y; alors 

sera l'équation de la courbe donnée. 
Ceci posé, nous pjirons, pour déterminerOA et OB, 



y - 0. Ci- + SEl + F - 0. j 




' OA. OB - F : C i 


et, pour OC et OD, > d 


eu 




,t — 0, As- + SDj + F ~ 0, ) 




, 00, OD - F : A; 


OC, OD ; OA. OB :: C 


A, 


. . . . m. 




noua aurons d'abord, en tranepor- 



tant l'origine en 0', 

ky- + SBj (:t + o) + C (I + li)' + 20» + 2E (X + o) 4- F - 0; 

puis, de cette demièra relation, on déduit successivement 
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»=0, C(x+a)t+iE{x+a)+F^O, \ / 0'A.0'B={Cfl*+2Ea+F) : C ; 

et > d'où 

a:=0, Ay«+2(Ba+D)y +Ca"+2Ea4-F=0, / [ 0'C'.0'D'=(Ca«+2E«4-F) : A ; 

donc 

O'C : O'D' :: O'A . O'B ;: C : A, (2) 

et, par suite de (1) et (2), 

OC . OD : OA . OB :: O'C . O'D' : O'A . O'B C. Q. F. D. 

Théorème II. 




I«iit litié tu le plu é'ua wtrke ta umà irdn, ei 
tracs lis séraïUOni" : le lin ta poiit F htraoïiiu ta pir 
rapport au taax poiits l' et W\ ni sur la oorta ta eaitaot tas 
taiftites tracées i la crarbs par le peiit (lig. 47). 

D'abord il est évident que les points de contact 
Q et Q' des tangentes tracées de à la courbe, ap- 
partiendront au lieu cherché, car on a 

OQ : OQ :: Zéro : Zéro et OQ'iOÇ^:: Zéro: Zéro. 

Ceci posé, prenons pour axe des X, le diamètre 
passant par le point et pour axe des Y, la droite OY parallèle aux cordes conjuguées de 
OX ; alors la section conique aura pour équation 

Aff« + Car» + 2Eir + F = , ((jp). 

Maintenant considérons une sécante quelconque 

tf = ar (G); 

d*oti, pour déterminer les abscisses de ses extrémités \{x^, y^ et (x'^ y'^) ] situées sur (7), 

* 2E F ^ 

X* -4- X H = ; 

^Aa' + C ^Aa' + C ' 

et par suite 

F 2Ë 

Or, par hypothèse, 

OM' : OM" :: PM' : PM", doû x' : x" :: x — x' : af' — x, 

(x désignant l'abscisse du point P); donc 

(x' + x") X = arY', 
et , par suite des relations ( 1 ) et ( 2 ) , 

_ F 
X g ; 

c est-à-dire la corde des contacts des tangentes tracées par Vorigine. De plus, cette droite 
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QQ', coi^jnguée du diamètre OX, est parallèle à la tangente ST, menée à la courbe par l'in- 
tersection de cette dernière avec le diamètre OX. 

Théorème III. 

Vn poiit doué tv le plu d'ue Mube di Mcoid erdn, •■ tran bm lèflânte. (ta douide de proiier fie i'iiter- 
leetieo dei Uigentei i U eevbe par les eztréaitte de eette lèeate , eit iw ue stoe dreite perillèle tu eerdei 
oeBjigiéei di diimètre paesiit par le peint dené. 

N. B. Le point de concours des sécantes s'appelle pôle et la droite, intersection com- 
mune de chaque couple de tangentes, se nomme la polaire du point donné. 
Considérons l'équation générale 

et désignons par (X, T) les coordonnées du pâle; et soit 

y - Y = a (a: — X). 

l'équation d'une des sécantes précitées, pour laquelle 

L(x', y') et (x", y") désignant ses points d'intersection avac (v)]; donc 



(9). 



ï'-Y 



^ ^^(^'-X) (1), 



X 



X 



exprimera que cette sécante passe par l'un des points {x^, if). 

Ceci posé, les génératrices du lieu cherché, étant les tangentes aux points {af, if) et 
(xlf, y'f), seront représentées par 

A.yy' +B(xtf +yx') + Cxx' +Dly + y') + E(x+x')+¥=0 (G). 

W + B W+yx^') + Cxif+D (î, +s") + E (X + «") + F=0 (G'), 

auxquelles il faut ajouter les équations de condition 

Ay'« -f iBsfy' + Cx'« + SD»' + 2Ea;' + F = (2), 

Ay"* + iMY 4- CLr"* + 2Dy" + iEx" + F = (3); 

et par suite l'élimination des constantes variables sd, if, x'' et t/" entre (G), (GK) (1), (2) et (3), 
donnera la fonction demandée. 
Or, (G) et (G') donnent, par voie de soustractton, 

a 

rf — f _ By + Çjc + E 
af — oi' Ay + Rr + D' 

d'où, en substituant dans (1), il vient, toute réduction faite au moyen de (G), 



AYy + B (Xy + Y*) + CXa + D (Y + y) + E (X + «) + F 

Ainsi le lieu cherché est bien une droite. 

De plus, la direction du diamètre passant par le pôle, sera 



= 



W 



m 



X — «, 
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[{Xt, y«) étant le centre]; et, comme la direction de ses cordes est 

, ^ Bm 4- C 

Am -4" B 

on obtient, en remplaçant m, x, et y, par leurs valeurs, 

BY + ex + E 

AY + BX + D' 

c'est-à-dire la direction de{i). 
Donc, la polaire est bien parallèle aux cordes conjuguées du diamètre du pôle. 
Remarques I. Si ^ pôle (XjY) est sur (9), on reconnaît immédiatement que {^)est tan- 
gente à (9). 

II. Lorsque le pôle est extérieur à la directrice, la corde des contacts des tangentes 
menées du pôle, sera la polaire. 

III. Enfin le point (X, Y) étant intérieur à (f), le lieu rectiligne indiqué sera extérieur & 
la courbe. 

Théorème IV. 

La oirie lit «titifts dM taigatM Btiéei par toit psiit d'iM draits i ua leetisi eeiiqia, }mê% fu u psiit 
sitié IV 1« iiiBàtrt iti csriet pinUèln i U dnita dauéa. 



Soit (rc', )f) un point de la polaire 

y=ax + b, .. (P); 
nous aurons 

y* = a£ + b... (1). 
D*un autre côté 

Ay» 4- 2Ba:y + (ir« + ÎDj/ + 2Ea; + F = 

étant la caractérisation analytique des courbes du second ordre, 

AfrîT + B («y' 4-»aO + Caac' + D (y + »') + £(« + «')+ F -0 (2), 

sera la corde des contacts des tangentes tracées du point (j;', yT). 

Or, la direction a de la polaire, donne, pour le diamètre des cordes qui lui sont 

parallèles, 

(Aa + B) » + (Ba + C) j; + Da + E == (3) ; 

d'où, en éliminant y entre (2) et (3), il vient, pour Tabscisse de leur intersection, 

— (BD — AE) {y'—ax') + (D' — AF) o + (DE — BF) 
*"~ (B» — AC)(»'— flo;') — (BD — AE)a + (BE — CD) ' 

et pa.r suite, à cause de ( 1 ), 

(BD — AE) fr — (D* — AF) g— (DE — BF) 
^^~ (B« — AC) ft— (BD — AE) a + (BE — CD)' 
Cette abscisse étant indépendante de (x', yO, il en sera (3) de mêmepour l'ordonnée. C.Q.F.D, 

Théorème Y. 
Ha ptiit (a, ^ ) itra «ztériair ai iitAriav i ua aauba dv uaaid ardra, toiTttt fH l'ai tira 

A13« 4- 2Ba/3 + Ca» + 2D13 + 2E« + F J 0. 
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En effet, du point (x, fi) menons une tangente à la courbe 

nous aurons 

y — |3«m(a: — a) ou y = mx + (j3— ma) (1); 

sauf à déterminer m de telle sorte que (1) coupe (9) en deux points confondus en un seul. 
Mais, en éliminant y entre (1) et (7), on obtient 

[(B*— AC) «• + 2(BD— AE) a + (D«— AF)] m" \ 
— 2 [(B«— AC) «(3 + (BD— AE) (3 + (BE— CD) a + (BF— DE)] m j « (2). 

+ [(B«— AC) /3- + 2 (BE— CD) /3 + (E«— CF)] ) 

Or, (2) deyra donner deux ou zéro valeurs réelles pour m, suivant que (a, f) sera extérieur 
ou intérieur & (<p); c'est-à-dire, qu'en appelant T l'espression 

(BD — AE)' — (B' — AC) (D*— AF) 

Â ' 

il faudra avoir 

T. AP« + T. 2Ba/3 + T. Ca« + T. 2D/3 + T. 2Ea + T. F J (3). 

Considérons maintenant successivement chacun des trois genres de courbe du second 
ordre ; • 

I. B* — AG < 0. Ici l'existence du lieu implique, puisqu'on peut supposer A > 0, 

T>0; 

donc (3) peut se simplifier et s'écrire 

A(3* + 2Ba(3 + Ca» + 2DP + 2Ea + F J 0. C.Q.F. D. 

II. B" — AC = 0. Dans ce cas , on doit avoir BD — AE o ; donc aussi 

T>0; 

et par suite encore 

A(3« + 2Bal3 + Ca« + 2D/3 + 2Ea + F J 0. C.Q. F. D. 

III. B* — AC > 0. Ce genre exige l'examen de deux cas distincts : 
l^ Le diamètre 

rencontre (9), alors 

(BD — AE)' — (B* — AC)(D* — AF)> 0, d'où T>0; 

et (3) se réduit de nouveau à 

A^* + 2Ba/3 + Ca* + 2Dp + 2Ea + F ^ 0. 
2^ Le diamètre (d) est imaginaire , et on a 

(BD — AE)« — (B* — AC) (D* — AF) < 0. 
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Or, la condition précédente ne variant pas en changeant les signes des deux membres 
de (o), et comme alors on a A < 0, on obtient de nouveau 

T >0; 

etj par suite, (3) donne encore ' 

A(3« + 2B«(3 + Ca» + 2D,8 + 2E« + F > 0. CQ.F.D. 

Théorème VI. 

Si du p«it C (a, /S) prit tir It plu i'u ufla TOI, ra 

trate ut iMa !• tmtvanilM CIA. CVA^ Ist iiifitulM 

it thafUfuMitirtltaiié paritu trauTtniUttt Itt Mitt 

01 tt IT M tMqmt a êm polito I, W u lifu irtiU 

iTtt U iMiMt • il rugit TOI (fif. 48). 

D'abord la transversale CO donne le point O pour 
un de ceux du lieu demandé, ensuite une sécante 
CB'A', rencontrant OX et OY, combinée avec CEI 
parallèle à OX, donne le point F par l'intersection 
de A'E avec B'V parallèle A OX. 

II est encore à remarquer que le point O résulte 
aussi du couple de sécantes CI et CK' tracées 
parallèlement à OX*et à OY. 

Ceci posé, prenons OX et OY comme axes coor- 
donnés et désignons par x^ et x'* les abscisses à 
lorîgine de deux sécantes quelconques CBA et 
CB'A'; nous aurons, pour les équations de ces droites , 

y^-Jl^^(x-x') et y tL-(a;-a?"); 

a — X a — X 

d'où, ponr les ordonnées & l'origine de ces sécantes, 

0B«^=^ et 0B'-=^^; 

» — X a — X 

et par suite , lea équations des génératrices AB' et A'B seront 

Il est évident maintenant que si lacontexture des équations (AB^) et (A'B) permet d'éli- 
miner en même temps {ce que la génération du lieu indique) x* et :t:'^ le résultat sera 
réquation du lieu demandé. 

Or, ces équations peuvent s'écrire 

— ^' + x' (a—x") y = — /3x'a:'' et ^' — x'' (a— a;') y -= /3xV' ; 

d*où f en les combinant par voie d'addition et omettant le facteur commun x^ — .t", 

^ + ay = 0.... (rp). C. Q. F. D. 

Construction. En posant x = s, on a y = — fi; donc, en prolongeant CE' parallèle 

18 




438 Leçon XXIII. — Théorèmes sur les courbes bu second ordre. 

à OY, au-ddsaous de OX , de E'C «» EC ; on obtiendra un second point C de cette droite 
( o) qui sera ainsi C'O. 

Remarque. Le point C se nomme souvent le pôle de C'O , dite polaire de C , par rap^ 
port à l'angte YOX. 

Corollaire. L'équation (<p) ne dépendant que du rapport —, qui n'est autre que la di- 

rectionde la droite CO; (ç) ne variera pas pour tous les points de COR qui, pour cette 
raison, est appelée la polaire de la droite ZOC par rapport à l'angle YOX. 
En eflfet, soit {x\ y') un point de (ç), sa polaire sera 

y'x + x'y = (cp'); 

d'un autre côté la situation de ce point {a^, y^) sur (ç), doiue 



y' 

d'où , en éliminant le rapport —, , 



aj/ — (3a; «= ; 



c'e8(-à-dire la droite COR. 

ScoLiE. Les quatre droites OX , OY, OZ et OR forment ce qu'on appelle un faisceau 
HARMONIQUE , parce qu'une sécante quelconque CBA menée par un point de l'une d'elles , 
se trouve divisée par les autres en proportion harmonique ; c'est-à-dire qu'on a 

AS : BS :: AG : BG. . 

En effet, en désignant par X l'abscisse du points, on peut remplacer la proportion 
précédente par 

x' — X : X :: x' — a : — a ; 

c'est-à-dire qu'il faut vérifier que pour une sécante quelconque CBA, on a 

V ^. 9 

^a — X 

Or, en appelant m la direction de cette sécante CBA, on a 

m 

d'où 

am + j3 

et comme on obtient la môme valeur pour l'abscisse du point d'intersection de {f) avec la 
sécante 

y — ^ = m(x — a), 

le théorème est démontré. 

Théorème VII. 

Par u poiBt situé gnr le plu d'une coube dn leooad ordre , on trace des sécantes OA'A" , OB'B'^.... le lien 
des poinU I", W^\ d'intersection des dianonales A'fi" et A'^B'. A'D'' et A''0^ est nne droite TV eonjngiée da 
diamètre passant par et polaire de ce peint (&{. 49). 
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Pranons pour axe des X le diamètre passant 
par O et pour axe dea ordonnées, OY paral- 
lèle aux cordes conjuguées de ce diamètra; 
c'est-à-dire parallèle à ta corde de contact des 
tangentes menées da point 0. 

Ceci posé, l'équation de la conrbe sera 

Ay»+Cx» + 2Eir + F-0 (9); 

et en considérant la sécante diamétrale OÀ"X, 
les abscisses a.' et a." des extrémités seront 
données par 



Cx' + 2Ea; + F = , 
donnant 



D'on sutre cSté , la transversale OB'B" étant 



n obtient , pour les abscisses des points extrêmes B' et B", 



et pour les ordoiméee 


^1 -Eil'E'-FIAm' + C) 
ar] Am' + B 

y' = mx' et y" = m«". 


Ceci pose, nom avo 


na. pour lee génératrices A'B" et A"B', 


y 


-^.(l-o-) et »-^(l-«") 


00 


^___,(X .■) et 9-^_^.(« .' 



d'oà, ponr l'abscisM dn point H". 

(«V — cTar) X = a^x" («' — a") + «'«" {af — ar"). 
et, en remplaçapt •', '", x* et z" par leur* Taleom, on obtient, tonte réduction faite, 

_ F 
*- E' 
c'eat-à-dire tapelaire du point 0. C, Q. F. D. 

Remarque. Trois transversales OB", OA"etOD"dôterminentdeux points M" et M'"de 
la droite TT' dont les intersections, avec la courbe, donnent les points de contact des tan- 
gentes menées du point O. 
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THËoitË.ue VIII. 

Si lr*)i CHrku 11 iMud itin ni ii« mi» CMWie , iM 
utrtt Hritt MMBUN 1 eu uirtM. friiu Imi i Imi, m mi- 

;nt tt m xi*» put [(ig, ht). 

Ce thêoi-écne nous aervit'a pour établii' Vliexil- 
gramme mysligtie de Pascal, lerjual permet de 
décrire en n'employant que la règle, une courbe du 
second ordre, assujettie à passer par cihq points 
donnés. 

Prenons la corde communs OA =■ d pour axe des 
X, l'origine ft nne de ses extrémités O et l'angle dee 
axes étant quelconque; nous aurons, pour l'una de ces courbes, 

Ay' + 2Bx3 + 2Dy + ï' — rfj = if), 
car y*^0 donne 

X — Q et X = d. 
De plus, noua aurons, pojirchacuna des autres lignes précitées, 

Xy + iB'xy + 2DV +x' — dx^O (V), 
k'Y + 2B"ary + W'y + a;» _ da: = {^"). 
Or, ces équations (9), (9') et {'i"), combinées deux à deux par voie de soustraction, 
donnent 

(f ) - if') .... [(A - Al y + s (B - B') i + s (D - D')] 9 - .... (i), 
(■f) - M .... |(A - .4") 9 + 2 (B - B") » + 2 (D - D^] J _ .... (3), 
(I-) -(.,■-).... [(A- AT y + 2 (B' - BT X + S (ir - 0"|J j, _ .... (3]. 
Ainsi, â part la corde commune 

y-O, 

c'e8t-à.^iM l'axe dae X ; les autres cordée eeront donnas par 

(A — Aly + JIB — B')i + Î|D — D')_0.... (c) ou (CD), 
(A-A")s + S(B-B-)i + S(D_DT-0.... (c) ou (KPK 
(A — AT!i + S(B'-BTi + S(D' — DT-0....(O ou (IG); 

et comme (c'O, par exemple, o'eet autiv qne 

M - (0) = 0, 

il a'ensuitque iês droilts (c), (c^ et (c") je coupent tien en un même point. C. Q. F. D. 
ScoLiK. Ce théorème serait encore vrai si une ou plusieurs équatioTii (s), (%') et (î") re- 
présentaient le système de deux droites. Il le serait lors même que (9), (y) et (%") 
pour poinls communs deux à deux que les seules extrémités de la corde 
c'est-à-dire que les cordes (c), {c') et (c") coucou rreraient toujoui-s. 

Thëorëhe IX. 

Im tNt kanfOM liuril 1 ut Msih di mc*i4 trin , Iti ftiiti d'iitatiNtiH in Mis «rpMti snl 
n lifu tniu (tig. El). 

Soit ABCDEF un besagone inscrit a une courbe du second ordre; L, M et N les 
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points de eoncoun dM cAtés 
oppoaéi : ce» poinU tant en 
ligne droite. 

En effet, Joignoofl A et D: 
cette corde est commone à (\) 
et aux syatémes dea droites 
■ ABetCD.APetDE;or,nii- 
' tersectlon de (?) avec le pre- 
mier BjBtéroe est BC et avec 
le Becond EF; d'où, le goint H . 
D'un autre c6té, le seconde 
corde du lieu [(AB et CD)] et 
de celui [(AF et DE)] est la 
corde NL : donc, (Théorème 
VIII) N, L et M sont en ligne 
droite. C. Q. F. D. 

CoROLLAiRB. Soit A décrire la courbe du second ordre devant passer par la points 

A, B, C, D ef E : après avoir joint le sommet A à celai B, B A C et ainsi de suite jusqu'en 

B, on obtient un pentagone ouvert ABCDE, dont les câtée extrêmes, AB et DE prolongés, 
déterminent nn certain point L par lequel nons traçons une droite quelconque NLM ter- 
minée aux prolongements M et N des deux côtés BC et CD. Les droites ME et NA donne- 
ront, par leur concours en P, un poinl du lieti demandé; car, s'il n'en était pas ainsi, soit 
F' 1« second point d'intersection de (f ) avec la corde NA, les points F', E et M seraient en 
ligne droite, ce qui est absurde. Donc, si on Tait pivoter la sécante NLM autour du point 
L, les droites NA et ME tourneront autour des points variables N pour la première et M 
pour la seconde, et seront deux génératrices du lieu demandé (lui serti décrit par les diver< 
ses positiona du point F (Le lecteur fera bien de chercher l'équation du lieu du point F, en 
prcTiant LBA et LDE comme axes coordonnés). 

Déduisons maintenant de la génération précédente du point P, que la courbe doit passer 
par les points A, B, C, D et E. En effet, te point B lui Jippartîent : car si NLM coïncide 
avecAB, N situé sur CD viendra en N', etM sur BC se flieen B; ainsi NA devenne LN'A 
et ME, transformée en BE, donnent bien le point B. De même, NLM couchée sur DE, 
transporte N en D et M en M'; alors les génératrices NA et HE occupent les positions AD 
et M'E déterminant le point D. 

Maintenant si la directrice variable NLM passait par C, les points N et M se confon- 
draient avec ce dernier et les généndrices NA et ME en devenant AC et CE fixeraient le 

Bntia, supposant que MB soit joxta-posée sur AE, M sers en M" et NLM sera H''L, 
alors N vient en N" et la génératrice NA, devenue N"A, conperaME, devenue^, au point 
A. Déplus, NA, en se changeant enN''A, indique que P et A se sont supperposés; donc 
N"A est tangente à la courbe en A. On obtiendrait de même le point E et la tangente M^'E 
en ce point E. 

Si on veut tracer la tangente de tout autre point, en Bpar eiemple, on prendrait le point 
N' de concours des cdtés opposés AB et CD pour pivot de l'otation de la directrice mobile, 
et on répéterait tes constructions précédentes : Ainsi on prolongerait BC jusqu'à son inter- 
section M''hvec AE, on joindrait M"N' et le point Toii cette droite couperait DE serait un 
point de la tangente en B, qui serait alors BT ; car N'BA en devenant TB réunit A avec B. 

De même, enjoignant M' dnCerseclion de BC e(DB)avecN"'(potnI de concours de AE et 
CD), le point où cette droite rencontrerait AB, déterminerait la tangente en D. 
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Caractérisons maintonant le genre de courbe et les élémeBts de cette dernière : le poiftt 
K de concours des tangentes BT et M^E, appartient an diamètre de la corde BE des 
contacts. De même, les tangentes N'^A et TB déterminent nn second diamètre; et par saite 
le centre 0. Le parallélisme des deux diamètres précédents indiquerait qne le lieu serait 
une parabole. 

Dans le cas d'une courbe à centre, traçons BO et soit B' le symétrique de B par rapport 
à ; BB' sera un diamètre en grandeur et en position, son conjugué aura pour direction 
OY parallèle à la tangente TB : de plus, en désignant par 2a' et 2^ la longueur de ces 
diamètres (V est inconnu) et prenant ces droites pour axes coordonnés; nous aurons 

pour Téquation des deux courbes à, centre, sauf à déterminer celle qui conrient au lieu 
décrit. 

Or, en appelant (xf, y*) les coordonnées du point A, la tangente AN" tracée, a pour 
expression analytique 

et comme x = donne 

yy''=±b'*; 

on reconnaît que la courbe sera elliptique ou hyperbolique suivant qne l'ordonnée à Vorigine 
de cette tangente et l'y du point de contact seront de même signe ou de signes contraires : de 
plus, b^ s'obtient par une moyenne proportionnelle entre ces ordonnées. 

Lorsque la courbe est une parabole, le foyer unique, s'obtient par une construction très- 
simple et qui sera délnontrée lors de l'étude spéciale des propriétés de ce lieu. 

Ce théorème, dit de Pascal, a évidemment lieu pour toutes les formes de Thexagone, 
mêmes concaves, et pour tous les lieux du second ordre. Donc, dans tout hexagone inscrit 
dans le système de deux droites, situées sur un plan, les points de concours des côtés oppo- 
sés sont en ligne droite. 

Problème I. 

(■elle est U coiriw di neoid degré paisait par les poiiti (3, 0), (4. 0), (0, 1), (0, 2) et (1 , 4) ? 
L'équation générale de ce lieu sera 

' Aj' + 2Bxy + Cx'4-2Dy + 2Ea; + F = (1), 

sauf à déterminer les constantes A, B, 

Or, les deux premiers points étant situés sur l'axe des X, de 

y = avec Cx* + 2Ex + F = 0, 

on déduit 

— ^ = 3+4,) (2E 7C (2E), 

-f- = 3 . 4; 1 / F= 12c (F). 

De même, le troisième et le quatrième point se trouvant sur Y, on a 

a; « avec Ay* + 2Dy + F = 0, 
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et par snite 




F 
A 


-1.2, 


2D 
A 


= 1 + 2; 



A = rk- 6C (A). 

d'où { 

2D -= — 3A — — 18C (2D). 

Enfin, la courbe passant par le point (1, 4), on obtient 

ISA + 8B + C + 8D + 2E + F =» 0, 
et, en remplaçant A, D, E et F en fonction de C, 

2B ^ C . . . , . {2B). 

Donc (1), se transformant, après la disparition des dénominateurs, en 

12y» — 4&ry + 2j;« — 36» — 14a; + 24 — (a), 

appartient au genre hyperbolique, puisqu'icl B* — AC > 0; mais il y a lieu de rechercher 
si il ne se réduit pas à ses asymptotes : or, on a 

»-|« + | ± ^ 1/I29a;« + 1752a: + "2348, 

et de ce que le trinôme sous le radical n*est point carré parfait , la courbe existe et ses 
asymptotes sont 

5 3 1 ( ,_ 876 

« = -« + - ±— XI/129 + — = 
* 3 2 24 ' 1/129 

De pins, les racines de 

129«» + 1752* -f 2348 = 

étant réelles et inégales, le diamètre 

»=8*+2 

rencontre la courbe et sa construction ainsi que ses intersections avec (^), détermineront, 
coi^ointement avec les asymptotes, le tracé du lieu. 

Problème II. 

Tranr U cMifcê 4i MflMd irire UigtiU n Hiit (2, %)iitVtuéul, i II Mto y » — Ir + 1 itudastUit 
2 et 3 pur irtaiéM à rtrifiit. 

Nous avons pour la ligne demandée 

Aj/« + 2Ba:y ^ Csfi + il>y + iEx + F ^ (1), 

et pour les abscisses À l'origine 

Ca;* + 2Ex + F = 0, 

d'où , par suite de leurs valeurs égales à 2, 

— ~î- = 2 + 2, J l 2E== — 4C (2E), 

( d*où 

^ «2. 2; \ f F= 4C (F). 
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D'un autre côté, les ordonnées 2 et 3 à l'origine étant données par 
on en déduit 

F ^ / F 2 

- =2. 3, A = - = -C (A), 

} • d'où < 

9D ( 1 40 

— — = 2+3;1 f2D=— 8A = ^^C (2D). 

A / 1 3 

Enfin , le lieu demandé devant être tangent à la droite y^= — 2x-\-\f l'équation 

A (— 2:r + i)' + 2Ba: {— ix + 4) + Cx' + 2D (— 2x + <) + 2Rr + F =- 0, 

ou 

(4A — 4B + C) «» — 2 (2A — B + 2D — E) a? + (A + 2D + F) «^ 0, 

devra donner des racines égales ; donc 

(2A — B + 2D — E)» — (4A — 4B + C) (A + 2D + F) = ; 

ou , à cause des coefficients déterminés en fonction de C , 

16 44 

B» + — BC---C^=^ 



donnant 



B^-'t^'^'c; 



donc, (1) devient 

2y' + (— 16 i 12 1/ 3 ) ûcy + Sx'- — iOy — 42jî + 12 == (cp). 

Le lecteur déterminera facilement que le signe inférieur donne le genre hyperbolique et 
l'autre celui elliptique. 

Problême III. 

Les MordoiaéM fonuit l'aifle 6 , déUnûier l'hyperbole àf viUtère païuit par les poiits (a, o), (af, o), (o,b0i (0, ^' i. 
* La courbe 

Ay« + 2Ba:» + Cx^ + 2Dy + 2Ex + F = (cp) 

exige, pour première équation de condition (§ 38) , 

A + C— 2BC0S. e = (1); 
ensuite les abscisses des deux premiers points étant données par 

y = et Cir« + 2Ex + F=0, 

nous en déduisons 

2E \ 

— ^^ {a + al j ^ 2E =- — (a + a).C (2E), 

\ d'où 

~ « fla'; \ f F= a a.C (F). 

VI / 



r 
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De m4me, nous avoni, pour les ordonnées des deux derniers points» 

x = et Ay* + 2Dy4-F»0; 

et par suite 

y = bb',) [ A =- jp - ^C (A). 

> d'où J tk t ui f 

Enfin, en substituant les valeurs de 2E, P, A et 2D dans (1), on obtient 

2B-= TTT-^. C; 

bV COS. e 

d*oû, pour (rt. 

flay + =-^.a:y + *fcV— <m'(fc + J^ (9). 

COS. 6 

Rbmarqub. Si 6 » 90^, 1a relation (1) donne 

A - — C d'où flfl' = — bb\ 

et (?) serait alors 

y*—^xy — x* — (b + br)y-i-(a + a')y — aa' = 0; 

c*est-à-dire que le coefficient de xy resterait indéterminé. 

N. B. En remplaçant (1) par B* -- AG s» 0, on déterminerait la parabole passant par 
les quatre points donnés. 

Problème IV. 

CiMtnift iftfldfMMit IfS iiUniittiu U im Nnbii MSMBtrifnes da imnà ordre, dont uo ubIa est traoée. 

Nous pouvons toujours supposer les deux courbes rapportées à leur centre commun, et 
par suite 

seront leurs équations, en supposant toutefois qu'on ait réduit à Vuniié le terme indépen- 
dant des variables. 
Or, le lieu (?) — (^) ou 

(A — AO y + 2 (B — B*) «» + (C — C) «» = 0, 

passera évidonmeat par les points demandés; donc, les droites 



- (B - BQ ± \/(B - Bl' - (A - A') (C - C) 

* 1 ÂT^T ^ i""' 

convergentes vers le centre commun des courbes, parleur rencontre, avec le lieu cons- 
truit, donneront les points cherchés. 

Problème V. 

ttut denéei lei dretaM. Blet n peiit AtiUé nrl*BM d'éUet: ibereber le lies di peiit M. tel fie MA nit 
é|al ito tientenPferpeidMiire à DX (Hf. 39). 

Comme il s'agit de distances, nous prendrons les axes rectangulaires, l'origine en 
A et DX comme axe des abscisses. 

19 
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Ceci poaé, au déaignaut p&r p U diatuce AD et 
par a la tangente trigonométriqae de l'angle NDX; 
noua aurons, pour la droite DN, 

y-a(x+p) (HP). 

D'un autre cAté, (z, y) dtaut les coordonnâea d'un 
point quelconque du lien, on a 

AM* — a:» + y'; 

et, par auite de AU ^ NP, 

on 

j,« 4. (1 — fl«) x» _ îa^px — ay -= (9). 

Discussion. Noua obaerronB tout d'abord que l'intersection I de DN avec l'axe des T, 
est nn point de la courbe ; car, pour cette intersection, l'ordonnée et la Bécante se conron- 
dent; de pins, comme, en éliminant y entre (NP) et (^), on obtient 

«• — : 

le lien est tangent en I à DN. Enfin, on obliendr&it le point de section de (<f ) &vec DX, en 

traçant AU bissectrice de DAY et abaissant HS perpendiculaire A DX ; car alors USc— SA. 

Ceci posé, comme le genre de (v) dépend du binôme 1 — a*, nous devons considérer 

les trois cas suivants : 

I. 135" < NDX < 45"; c'est-à-dire a' < 1 et 1 — o» = i' : dod 

y* + k*x* — ia>px — aY = Q (è). 
Ainsi if) sera une ellipse, se rMuiaant à son centre pour a ^ 0. 

II. NDX => 45° KO 1350; ici a' = 1 : d'où 1 — a> = et (?) se transforme en 

y»-2pa:-p»-=0 (P); 

ou uw parabole coupant AD en son milien. 

III. 135° > NDX > 45"; alors a' > 1 donne 1 — o' = — *•; et on a 

yt _ jii» _ ^a*px — «"p" — {h); 

c'est-à-dire une hyperbole qui devient équilatire pour 
[g. NDX = VI. 
En résumé, ce prohlèma donne nn même mode de génération aux trois coUrbes du 
second degré, et la forme générale de (f) indiquait âiidemment que la droite DX âtait un 
axe de symétrie. 

Problëhe VI. 

(Mil* (U u Hith Int ghsf u irteisia ut ujhm ^|*nioutl!« Htn hUu d« dan dieitu d«ulH (fi|. Wfl 

Soient 

D) y=^ax + b et y = a'x ■\- h' (D' 
les droites données. 
"D'abord, il est évident que le lieu sera symétrique par rapport à l'axe des X, puis- 
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' que l'ordoQQâe admet la double aigne ± ; de 
plus , lea points S' et S où les droites (D) et 
(DO coupent l'sie des X seront évidemmeot 
des points du lieu, car à ces points 1'^ d'une 
des droites est nulle. Bnfln , le point M du 
lieu et ayant OP pour abcisse, aura pour 
ordonnée une moyenne proportionnelle entra 
PN et PN'. 
Ceci posa, nous avons spontanément pour 

réqualiun deIacourl>e 

ax +b : y :: }/ : a'x + b', 

d'où 

y' — aa'x^ — {nb' + ba) x — bb' — = (tp); 

c'est-à-ilire uiie courbe du second degré, dont on aurait facilement les points d'intersection 
arep les aies cooi'donnéa : on retrouverait ainsi le* points S, S' d^à indiqués; toutefois 
les poiJk R et M n'existeront qu'antant que b et b' seront de même signe. 
Discussion. J. a et a' de signée contraires : alors un' = — k* et (f) devient 

y- + fc-T' — {ab' -^ba^x—bb'^O (e); 

c'est-i-dire une ellipse. 

N. B. Si les axes sont rectangulaires et que (D}et(D7 se coupent à angles droits, on a 
aa' -1 — t et 

.V' + i» — {af + ba')x — bb' =- 0, 

/ ab' + b>i'Y [ab- + bay-^Ub- 

"+[' 2— j= 4 ■' 

c'est-à-dire une circonférence, ayant pour coordonnées du centre, 



- 1/ K + bay + m: 

tl. aa' «• : ainsi une des droites parallèle à l'axe des X , ou toutes àvax ; Alors il 
Tient , dans le premier cas , 



et dans te second 



''(--^7') = 



9* = bb', {D.,D',) 



c'^atA^re une parabole on deux panUlélei réelles ou imaginaires, naivmnt une b et A* sont 
de même signe ou de signes contraires. 
111. a et a' de même signe : donc aa' ^ k*, d'où 

y' ~ l^x' — {Ob' + ba") X — bb- = {h). 
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Ce deniior eu donne une kyperboU, laquelle daviant i^uUatin, ''rnim fl» «tffiH 
forment avec OX des anglM complémentairei. 
N. B. Les aaymptoteB de (A) lont 

on le lieu demandé, si on avait 

a > 

et cette dernière hypothèse, pour le cas de oa' ^ — k', rMainut l'alIipM â son ceiltra. 

Problème Vil. 

Qui M l« Un Ucril fa n p«lit 4'ui MU le Infieir itnttiU it tait ta nttéatUi fttiMi lu Im 
itëM iNBUl n i*|I« tmt (ri|. 11)1 

Soient OX , OY les droites données formant 
l'angle I et DD* «ne position spdciA de la 
gânératrice : H , étant le point donné de DD*, 
sera un point du lieu, et posons Dlj — a, 
DM — ». 

Ceci posé, lorsque D'D sera couchée sur OX, 

H sera en A, distant de de OA<-a; à mesure 

que D se rapprochera de , D* s'éloignera de 

sur OY et lorsque la génératrice coïncidera 

avec OY, H arrivera en B ; et U portion AHB 

sera décrite. De même D parcourant OX', 

après l'arrivée de D' en 0, la partie BA' sera tracée; pois faisant suivre OT à D', on aura 

l'arc A'B', lorsque l'extrémité D sera revenue en ; enflu D auivaat OX, D' redeacanden 

suivant OT, et aa station en O complétera la description de la partie B'A du lieu demandé. 

Ce dentier se présente évidemment aous une forme fermée et doué de symétrie par rapport 

aD point , qui eat alors son centre. 

Maintenant désignons par (x, y) lea coordonnées d'un point M quelconque du lien;nou 
aurons , en considérant le triangle MPD , 

y* + PD* — 2y. PD cos. 8 «= b*. 
Or, tes triangles semblables HPD et DOD' donnent 

DTB 0» b:OP ou ar :: MD m 6:PD = — ; 
a 
d'où 

b' b 

y* + -;«' — 2~ awcos. 9 = A", 
a* a 

et par suite 

«Y + l>'x' — iabxy cos. 6 — a'f (ip). 
Ainsi le lien eat une eUipte dont le centre a pour équations 

ay ~~ bx COS. 6 = et bx — ay cos. 6 « ; 
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c'wt-à-dire l'origine O dea coordonnâes. 
N. B. En suppoaaat S = 90°, il vient 

a'y' + b^x' »= «*&•, 

on une eltipte rapportée h set axet de sym^lrie , laquelle se transforme en un cwcle , poor 
b-^a, paitqa'alon on a 

I* + y* = a'. 

Problêmb VIU. 

TmwitliMhMuiti'HUlnilibfMli tat li lui iH w m MmUiatttHmlLkntUtitm 
Itmrt PH kn ptiiti fiia (D|. U). 

Soient A et A' 1« dmx 
pointa donné* et W U 
droite inr laquelle «ont al- 
tnéee le* baaei. D'abord le 
point A' Mra nn point dn 
lien : car,enalMlMantAT 
perpendtcnlaire mr W 
et prenant TB' -9 TB", on 
aura un triangle iaooèle 
A'B^B', donc A' eat nn 
point dn lieu. On établi- 
rait de même l'exiatenca 
du point A. 

D'un antre cSté, si porA et A', noaa traçone dea parallèles et des perpendicnlalres à W, 
ces droites pourront être regardées comme dea génératrices d'un point du lien, paisqu'elles 
forment des angles égaux à 0* on à 00° arec UU' : de plus , ces deux systèmes de généra- 
trices ne se rencontrant qo'& t'iaflnl , il s'ensuit que la courbe demandée , s'étendant A Tin- 
fini dans deux sens opposés, sera uns hyperbole, H,louUfoit son équation est du 
second ttegré. 

Les considérations précédentes noua conduiseat A prendre ponr axea coordonnéa la 
parallèle et la perpendiculaire A W, tracées par le point O , centre de symétrie des points 
spéciaax A et A'. 

Cecipoaé, soient AH et AU nn couple de génératrices, ici rectilignes, donnant le point 
H, le triangle isocèle MHK détermbisra pour ces droites des direoUoni égalea , mais de 
signes contraires; donc 

AM) y — b-~m{x — a) et y .^b aïi — m(x + a) (Alff 

•eront leurs équations; {a, b) étant les coordonnées dn point A et par suite ( — a, — bi 
celles de A'. 

Maintenant 11 est érident (TI* Leçon) que l'élimination de la constants vabiablb m 
entra ces ralations donnera l'équation dn lieu ; d'où , en opérant par voie de drriBion , 

y — fr_ X — O 
y + b~~ x + a' 
et par lutte 

a^ — 0*..... (t). 



480 Leçon XXIV. — PkobLehes sur les u)urbbs'(<-). 

Ainsi le lieu est une hyperbole équilaUre (car les axes coordoDnéu- Eout rectangulaires' 
rapportée à ses asyniptoles. 



(lit Ht la Kn tm jtatt %û tlnumt n ■*!«■• «l ntit» nim , lu tn\U% BtiMi pic n poiit 4«ui ri mi- ' 
rriiH ntra d«ii Initii liiti {\\%. 43)? 

Soient A, XX' et YV le 
point et les droites don- 
nas : ces dernières limi- 
tant la génératrice DD'. 

Il est d'abord évident 
que le point A aéra un 
point da lieu demandé; 
car, en menant AI et AK 
parallèlement aux droites 
données, il suffira do re- 
garder OI comme fe moin- 
dre segment d'une droite 
inconnue OO , divisée en movenne et eïtrême en I, pour que la génératrice DD' détermine 
le point A; de plus, l'iatereection O de XX' et YY' sera également sur la ligne cherchée, 
car la partie de AO interceptée entre ces droites , étant nulle , le plus grand s^^ment sera 
nul : d'où le point O. 

EnOn, les génératricea parallèles à OX et OY étant infinies, les pointa correspondants 
se tranBpor(«nt A l'infini dans ces deux sens ; donc , déjà on peut légitimement supposer 
tiw site lieu cherché est du second ordre, il appartiendra aupenreA^pertolique et qne ses 
asymptotes seront parallèles à OX et OT que noua allons , du reste , prendre ponr axes 
des coordonnées. 

Soient (a, b) les coordonnées du point A et a la direction d'une génératrice quelconque 
DD', son équation sera 

y _ ft = a (x — o) (DD') ou (G) ; 

et pour absciBse|ft l'origine 

Or, le point M donné par cette généralrice divisant DD' en moyenne (ri extrême iniBon 
c'est-à-dire qu'ayant 

DD' : DM :: DM : MD', 
on doit également avoir 

OD' : OP :: OP : PD'; 

mais l'abscisse OP vant le plus grand segment de OD' divisée comme DD' en M, donc 

, — 1+1/5' «a — 6 

1: ^ — ::j:: j. jo, 

Sa za 

sera l'équation de la seconde génératrice dn point H. 

Enfin l'élimination (VI< leçon) de la constante variable a entre (O) et (G0> donne, 

2ty_ft(3 — |/-5)«_a(_l4.(/-5)y — (A). 
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Donc, le lian est biea une hyperboU dont Ut atgmptota sont paralUUt aux droitet XX' 
tt YV et panant par l'origine et le point (a, b), 
IjM éqiuUioDS du centra 

2» — 6 (3 — V/ 5) — et îi — o(— 1 + / 5 ) — 0. 

dAtermineot ce point; etpArinitelei Baymptotea, ftutquelleiHrédnltlelUin, aile poIotA 
M trooTe ior XX' on TT ' 



•'n f«litlbnl 11 pMllin U'èiiri du lui inltn Zl'd TT'Imuirnitol, tneertuMU IFtdU 
fH 11 rvtii liUcHfUt 1'^ liK èfil* 1 m (Gf. U). 

PrenoQB lee .droites XX' 
et YT' comme axes coor- 
doDiiéa et déeigDonH par 
(a, b) les coordonoéee du 
point (D); de plue, soient 
{x, o) et (o, y) les varieblee 
des interaectiona de DP, 
avec OX et OT, alors (a:, j) 
seront les coordonnâee d'un 
certain point U' qne none 
non* proposerona de déter- 
ler au moyen de dans 
lignes s'y coupant. 
D'un antre côté les trianglea semblables S'OP et DAP* donnent 

OB' on y : DA ou t :: OP' ou a: : AF ou x — a, 
d'où 

a^ — fflK — fca: = (A) ; 

c'esl-à-dire une hyperboUpa'xant par l'origine, donlle centre est enX> et dont les asymplotei 
font paraUtiei à OX et OY. 

D'autre part, en désignau^par 1 l'angle YOX, il vient, par le triangle B'OP, 

OB'' +- OF' — 20B' . OF . cos. = B'F' 



y* -{■ x' — 2r^ COS. --. ni' (c); 

c'eat-à-diro une ellipse ayant l'origine pour centre et xe réduisant à une circonférence pour 
8 =90°. 

Ces courbée (A) et (e) ae coupent gânéralem eut en (jiiatre points M', Mi>, H" et H'" dont 
las abscissea OP', OP", OF' et OB'" on les ordonnées OB', OB" , OB" et OP"' détermi- 
nent un second point de la droite cherchée qui peut avoir aiDsi quatre positions. 

N B. Laaitoation de l'ellipse par rapport & l'hyperbole indique que les solutions DB"P'' 
et DB'"P''' existent toujours, mais qu'il n'en est pas de mdme pour les denx autres D'ÛP* 
et B"DP" qui peuvent exitter, se confondre ou disparattre, suivant que la branche RM'S 
de lliyperbole est sécante, tangente i, l'ellipse on ne coupe pas cette dernière. 



iM LSÇOM XXIV. ^ PROBLÈMBS sut us COUllBBS (^). 

Problême XI. 



UUniiir 11 liei il imMt i'u ii|li inît Iwt iM ilcéi Mit te ■«■âlii à iM fir^ 

Nous avons précédemment reconnu que pour un certain système de coordonnées rectan- 
gulaires, la parabole avait pour équation 

y^ = %px (P). 

Ceci posé, la normale au point {af, if) de la courbe (P), est 

-y' ^(«-aO; 

et , comme elle passe par le point (a, f ) du lieu demandé, 
ou, abstraction faite de racctntoatioB, 

^-y J(<X-«) (1), 

constituera une relation qui , prisa simnltaiiémeoi avec (P), donnera les points de la para- 
bole pour lesquels la normale passerait par to point (t» 9); et ea éliminant x on obtient 

y' + ipip — a)y^%jfifim^O {91. 

Or, en désignant par y„ y, et y, Uê trois vfdenrs de y, nous avons, par une propriété 

des équations algébriques, 

». y.ff. = 2p'|3 (3); 

et, comme pour deux de ses points les normales sont rectangulaires, 

(-p)(-p) — ^ °" "'*• — P* <^'>- 

Bn substituant (3') dans (2) , on obtient 

y. = - 2|3 : 
mais, cette valeur devant vérifier (1), il vient 

P[4/3* — 2pa-f3p«]==0, 
et par suite les deux lieux 

<p) p = o et (3* = f(«-|) (<f'; 

c'est-A-dire l'axe des X et une parabole : la première solution doit évidemment être rejetée ; 
la seconde est celle demandée. 
Rbmarquks I. La relation (d^ donnant 

y/yt* •= p* o^ «n déduit par (P) p^ =« 4px,aP,; 
d'où 

«1 aï. = tp'- 

II. Enfin, (2) étant privée du terme en y*. 
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donc, à exate ûey,='~ifi, 

P = i (». + ».); 

c'eat-irdire qu« l'onbmnée du lieu ttl noyentie arithm^ue entre les ordonnéet du pied des 
normaUt mr (P). 

Probl&kb XII. 

l'n i*i>t pû iv )'■!* 'n* ««'^ '■ *■■•■' *tit*' * tnu w lèiiila fidmfu M fu la friit l'iitiriMtln 

1* NtK ikiiu HN 11 Ui|MU n iNUUt, «1 ■!» n* ruiUHi 1 l'ni ; |ul wt Un h fitit 4* mmt» Il 
Mit* itMMt im b MU «li t«iit I* MMUt 4t 11 Muh 11 Hit it Mil totito tit Hipii HT 11 |UiUU« t 
l'ui (n|. U1 ! 

Soient OX l'axe de ta courbe, OY la tangente au 
■oromet et I le point [d, o) de départ dea sécantes, 
tellea que IK. 

D'aboi-d la génération du liea indique le commet 
comme lui appartenant : car iK couchée sur 10 
fait coïncider U génératrice OH avec la tangente 
OY, d'où le point O. 

Procédons maintenant analytiquament, l'équa- 
tion de la directrice est 

y' — ipx — qx' = (D) 

[ettipse, paratwU on hyperbole suivant que l'on 
aura ^ = 0] ; de plut , {d, o) étant les coordonnées du point I, 
y = a{X — <ti (G), 

sera la génératrice IK; et comme OK « — ad, nous aurons, en désignant par x' l'abscisse 
du point H où la parallèle , du poiut K & l'axe , coupe la directrice (D), 

X 

pour la seconde génératrice OB. 
Enfin, le point (x*, — <uf) étant sur (D), noue avons l'équation de condition 

oV -— 2px' — ga:"' — (1). 

Ceci ^oaé, an éliminant (VI* leçon) les constantes vabublics a et xf entre (1), (O) et 
(O^, on obtiendra l'équation du lieu demandé. Or, (0) donne 

V — dx 

a) a '^ " . et, par suite de (0'), j^— .... laft 

X — d X — d 

d'où, eu aubatitnant dans (1), 



r' — ipx — (q 



Ainsi U lieu ett également une courbe du second ordre et si 
DU ttfiit HTPHRBOLB suivant que l'on aura 
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Discussion I. Soit (D) elliptique, c'est-à-dire 



alors (2) se transforme en 



p et q=. 






Donc i^f) sera elliptique : pour rf > 0, ou rf < avec d>2a (numériquement): parabo- 
lique : lorsque d =— 2 a; et hyperbolique : lorsque l'on aura d < avec d < 2a (numé- 
riquement). 

II. Si la directrice (D) est une parabole, ^ = et (?) devient 

y»— 2px + -ya;»«=0.... (9'); 

et de ce que p ne peut être nul, ce lieu sera elliptique ou hyperbolique, suivant que Ton aura 

2p > 



d < 

III. Soit enfin (D) hyperbolique, il vient 



0. 



d'où, pour (2), 



a a* 



^M d — 2a ) < ^ rf — 2fl < ^ 

- — - — = ou — -_ :^ 0. 

^ { d ) y d y 



Ainsi (9) sera une ellipse, pour d > avec (^ > 2a; une parabole, pour (< «= 2a; et une 
hyperbole, pour d' > avec d > 2a, ou d < avec d > 2a (numériquement). 

Problème XIII. 
DAtemiBer le lieu di ptint nilieid*iae lécute nenèe par an point doué à ma Mtrke da Mooid trdre. 

Étudions d'abord la nature de la courbe demandée, en considérant comme directrice 
chacun des trois genres des lieux du second ordre. 

I. Obnrb elliptique, -— Quelle que soit la position du point directeur, aucune séca&te 
ne pourra être infinie, e^ par suite le lieu limité de toute part sera du genre directeur. 

II. Parabole. — La sécante parallèle aux diamètres étant infinie, le lieu sera infini 
dans ce sens et indique le caractère B' — ÂC = 0. 

III. B« — AC > 0.— Ici, les sécantes parallèles aux asj^mptotes étant infinies, la courbe 
demandée sera ouverte dans deux sens; et par suite sera de la même nature que la 
directrice. 

Ainsi, en résumé le lieu demandé appartiendra toujours au genre directeur. 
Cherchons maintenant les points remarquables qui peuvent résulter de la position du 
point directeur par rapport à la directrice et au genre de cette dernière. 
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1. 



Point 

I directeur 

intérieur 

àla 



II. 



Point 

directeur! 

sitné 

sur la 



o 

9 
P* 

O 
O 

**• 
o 



n 

o 

I 

o 
o 



o 



sans 
centre 

w 
I 

VA 

• 

B«-AC 
= 0. 



o 

g: 

& 



• 




p. 



o 

e 



•a 



B>— AGi 



\ 



3 



s. 



I 



1 



Si on trace le diamètre et la corde conjuguée de ce 
point , il est évident que le centre et te point directeur 
appartiendront au lieu qui sera intérieur pour l'ellipse ; 
et aura une branche interne et une branche externe pour 
Vhyperbole. 

Dans ce cas, le point que donnait le diamètre précé- 
dent disparaît et la courbe est interne. 

La corde conjuguée du diamètre du point sera une 
tangente , donc le lieu est tangent en ce point à ta direc- 
trice dont le centre est celui de ta courbe cherchée. De 
plus le lieu, interne pour l'ellipse, a une branche interne 
et une autre externe pour t*hyperbote. 

Le lieu est interne et tangent à la directrice et n'admet 
pas de point situé sur le diamètre passant par le point 
donné. 

Si du point on trace 1» Le diamètre et sa corde conju- 
guée; le diamètre donnera te centre, et la corde ne paraît 
rien donner, puisque le point est extérieur : cette conclu- 
sion serait fausse ainsi que nous le ferons voir. 2« Les 
deux tangentes à la directrice donneront les points d'in- 
tersection de cette dernière avec le lieu demandé. 

Les considérations précédentes sur l'ellipse subsis- 
tent, seulement le diamètre du point donné ne donne 
aucun point de la courbe cherchée. 

I Si du point on trace 1° le diamè- 
tre et sa corde conjuguée, le pre- 
mier donne te centre et la seconde, 
quoique ne rencontrant pas la courbe, 
donne le point directeur, ainsi que 
nous l'expliquerons. 29 les tangentes 
à la courbe directrice déterminent 
les intersections de cette dernière 
avec le lieu cherché dont une bran* 
che extérieure passe par le centre et 
\ l'autre est sécante. 

Si du point on trace !<* le diamètre 
et sa corde conjuguée, cette dernière 
donne te point directeur et le premier 
le centre. 2® les tangentes à la direc- 
trice donnent les intersections de la 
branche sécante qui passe par le cen- 
tre, tandis que l'autre branche est 



Comprise avec 
le point direc- 
teur dans un 
même angle des 
asymptotes. 



Non comprise 
avec le point di- 
recteur dans un 
même angle des 
asymptotes. 



extérieure et admet le point directeur. 
Procédons maintenant à la détermination analytique du Ueu demandé, ainsi qu'à la 
recherche de ses particularités. 

Nous pouvons prendre pour équation de la directrice 

y« +2])X -f ÇX'==0 (D); 
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et, en appelant (a, f) les coordonnées du point directeur, 

y — P«=m(x — a) ou y = mx4-(|3 — m«) (G), 

•era l'équation de la sécante génératrice : m étant la constante variable. 
Ceci posé, (D) et (O) donnent, pour les abscissee des extrémités de (0), 

m* + q m^ + q 

d'où, en désignant par x^ eiaf' leurs valeurs et par x Tabscisse du milieu de cette sécante, 

x^ + af p + wi(3 — m*a 

x^ i ■" m* + g ' 

ou 

wMa? — «) 4- I3m + (qx +p) ^ (G'). 

Or, cette équation (GK) constitue une nouvelle génératrice du lieu ; donc, ce dernier sera 
donné par l'élimination de la constante variable m entre (G) et (OK) ; c'est-à-dire par 

y* + qx* — ^—(qa — p)x—poc = (cp). 

Ainsi le tieu cherché (9) est bien du second degré et du même genre que (D), puisque les 
coefficients des termes du second degré n'ont point variés. 
Discussion. D'abord le point directeur (a, jS) est un point de (9), car on a 

/3« 4. ç «t _ pi _ (,a — p) a — pa = ; 

d'un autre c6té, le centre de (D) a pour équation 

2y = et 2îx + 2p = 0; 

c'est-à-dire pour coordonnées 



(-f)- 



et (7), pour ces valeurs, devient 

(0)' + ?(-|)-/3(0)-(?«-p)(-^j-|>« = 0: 

le centre de (D) est donc un point de (9). 
Enfin, les points où la courbe (9) coupe l'axe des X sont donnés par 

qx* — (ça -f- p) X — pa = 0; 
c'esirà-dire par 

Sitx^^a et 3f' = — ?-: 



q 

le second de ces points est le centre de (D), quant au premier il résulte de ce fait géomé- 
trique que l'axe des X est un axe de symétrie de (D) et que sa corde conjuguée passant par 
le point (a, f) lui est perpendiculaire. 

Maintenant pour avoir les points communs à (D) et & (f ), combinons (?) et (D) par sous- 
traction, il vient 

^y + {qa — p)x+pa = 0^ (c); 
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et comme cette fonction représente une droite , il s'ensuit que (D) et (7) ne pourront se 
couper en plus de deux points : de plus (c) n'est autre chose que la corde des contacts des 
tangentes A (D), tracées par le point, (a, P), lorsque ce point est extérieur. 

Cherchons la position de (c) par rapport à (D), en éliminant y entre elles, la valeur de x 
contient l'expression 

Or, par un théorème subséquent (V), ce radical sera réel, nul ou imaginaire suivant que 
le point {«, fj) sera extérieur , sur ou intérieur à, (D); c'est-à-dire que dans ces diverses cir- 
constances (9) sera sécant, tangent ou intérieur à (D) , ce que do simples considérations 
géométriques nous avaient déjà fait prévoir. 

Enfin, il n'est pas dénué d'importance de remarquer que le centre 



[(l*-2-^)' (2 + 2)] 



de (^), est situé au milieu du point {%, ^) au centre de (D). 

Il nous reste maintenant à connaître de Vexistence géométrique de la portion de («) exté- 
rieure à (D), lorsque (a, 0) est extérieur à cette dernière ligne, car son mxnU analytique ré- 
sulte de ce fait que lorsque (G) ne coupe point (D), les abscisses des points communs sont 
imaginaires, mais conjuguées; et par suite une expression réelle pour leur demi-somme., 

Quant au point de vue géométrique, considérons spécialement Vellipse, rapportée à ses 
axes, 

on obtient alors pour (^) 

aY + **a;* — a«(3y + *'«« « ( ?), 

ou, en appelant p le rapport des axes, 

y* + pW — Py + p«ax =» ; 

c'est-à-dire que le lieu (<f») n'est point celui donné par l'ellipse particulière (D), mais bien 
celui qu'on obtiendrait en considérant toutes les ellipses concentriques avec (D), et qui lui 
seraient semblables de forme et de position. 

Ce mode de démonstration convient également au cas ou (D) serait hyperbolique ou para- 
bolique. 

Ainsi l'analyse et la synthèse sont ici complètement d'accord et, quoiqu'il n'en soit pas 
toujours ainsi, il était digne d'intérêt de faire remarquer au lecteur comment l'emploi de 
symboles imaginaires pouvait, par la destruction de leur partie symbolique contenant le 
lacteur i/"^, donner la solution d'un problème plus général que celui posé primitivement. 

N. B. Toute la théorie précédente mérite, au double point de vue de l'analyse et de la 
synthèse, de fixer l'attention du lecteur. 

Problème XIV. • 

létemiur le liai 4i muet d'u ugle oeutut leit les oètis Mit taigeu i ue eoirbe du leeeid ordre. 

Nous avons précédemment reconnu que la directrice du second ordre, avait pour ex- 
pression analytique 

y« — 2px — ça;»=0... (D), 
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De plQB, nous aarona, en désignant par («, P) les coordonnées d'un [point du lieu 
demandé, 

y — ^ = m{x — a) ou y — mx + O — mol) (1) 

pour réquation générale des deux côtés de Tangle constant Y. 

Ceci posé, l'élimination de y entre (D) et (1) donne, pour les abscisses des points d'in- 
tersection de ces lignes, 

(m« — q)x* + i[m(^ — moi)—p]x + (jS — !»«)• = ;- 

et, comme ces abscisses doivent être égales, il vient, pour déterminer m, 

a {qa + ip) m* — 2 (p + ga) ^f» + {q^' +p') — ; 
d'où, m' et m" désignant les deux valeurs de m, 

m' + m'^^ '^^+T^ et mW' ^'^• + P^ 



a{qct + ip) a(ga+2p)' 

et, par suite, 

w t,"\« /•»' I *«"\« A«.'^" 4p' (/3' — 2pg — qa *) 
{m — iw )= (m + m ) — 4m m «= — . 

a' {qa + 2p)« 
D'un autre côté, les axes étant rectangulaires, 



tg. V ou V' = 



TU — fw" 



• ^ i+m'm"' 

d'où, en remplaçant m'm" et m' — m" par leurs valeurs, 

y, _ 2p t/ P' — 2p« - qx* 

et, en élevant un carré, 

V'.. [q («• + P') +P (2« 4- P)? = *?• (P* — 2p« — </«•) (?). 

Ainsi le lieu est du 4« (<e^^ et te même pour Vanité supplémentaire de V. 
Discussion I. V =- om V = donne 

/3« — 2pa — ^a* « ; 

c'est-à-dire /fl directrice. 
II. V = 90o Ott V = 00 exige 

donnant 



p.+^a+^y=?:(i«^) (cp'); 



c*est-À-dire un^ circonférence, dont le centre et le rayon sont donnés par 



(_|.o) « t^T=-,. 
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N. B. Lorsqae (D) est une parabole, q^^Oei {i^) devient 

ia + p^O; 

ou une parallèle à Taxe des T, qui sera reconnue plus tard comme directrice de (D). 
Enfin, si (D) eat une hypertoU, (f') se réduit à son centre ou devient imaginaire pour 

a « 6 ou fl < t. 

III. Supposons pour terminer que (D) soit encore une parabole, mais que V ou V soit 
quelconque, alors (7) se transforme en 

4/3* — Wa' _ 4p (2 + V) a — \'Y = (f) ; 

et cette hyperbole, équilatère pour V = 45®, ne peut jamais se réduire à ses asymptotes. 

latcrsectlon de «leax eonrbea &m n'ecMiad ordre. 

* 

lOe. Soient 

A.v* + 2Bxy + Cx^ + 2Dy + 2Ea: + F « (<p), 
A'y« + 2B'xy + C'x" + 2D'y + 2E'a: + F = (9') , 

les deux courbes proposées. 

Nous savons que Télimination de y entre ces fonctions, donne une équation du 4<"« degré 
en X admettant pour cette variable, quatre, deux ou zéro racines réelles; c'est-à-dire que 
(^) ^t (»') peuvent se couper eu quatre points, en deux points, ou ne pas se rencontrer, 

II est important que le lecteur n'oublie pas que si (9) et W) étaient tangentes en un point, 
le point de contact représenterait deux points confondus en un seul. ^ 

Or, P, Q, R et S étant ces quatre points réels ou imaginaires, on aura : 

10 Les points étant tous réels, trois couples de droites (PQ, RS), (PS, QR) et (PR, QS). 

2» R et S étant imaginaires, on a la droite réelle PQ ; et celle RS non moins réelle que la 
précédente, puisque les coordonnées de R e^ S sont conjuguées. ^ 

3(> Les quatre points étant imaginaires, (9) et (^^) ont encore un couple de sécantes com- 
munes, passant par les points dont les coordonnées sont imaginaires et conjuguées. 

Déterminons ces sécantes communes : à cet effet, combinons (^) et («f*') par voie d'addi- 
tion, toutefois après avoir multiplié l'une d'elles, (^) par exemple, par un facteur indéter- 
miné X, il vient 

fly» + iifxy + ex'' + 2dtf + 2gj; + /• = (^) ; 

en posant, pour abréger, 

A4-A'3L = fl, B + B'x = 6, C + C'x = c, etc. 

Ce lieu (^), passant par les points P, Q, R et S, donne 

b d 1 . y 

y = — -a; — - db - V(b*—ac)x* + i{bd — ae)x-\-d^—af\ 
a a a 

d'où, pour la condition rendant linéaire cette valeur de y, 

(bd—aeY — (b' — œ) (d* — a/1 = (1) ; 
c'est-à-dire une équation du troisième degré en X. 
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Or, (1) étant résolue par rapport àX, on obtient, pour les sécantes précédentes, 

b d 11, yi bd — ae ) ,., 

»== x—-± -IxVb^ — ac + -— = (2), 

a a a { [/ bt — ac) 

avec la condition 

b* — ac>Q 

pour les valeurs réelles de X déduites de (l); et comme {Théorie générale des équations) une 
au moins est réelle, on reconnaît que 
lo Si X a ses trois valeurs réelles et si chacune ou deux d*entr'elles donnent 

b^ — ac>0, 

il y a trois couples de cordes communes : donc («) et (fO se coupent en quatre points, 
2^ Si les 3 valeurs de X étant encore réelles et qvCune seule donne 

il existe un couple de sécantes communes, mais aucun point commun à (<p) et (^). 

30 Si (1) ne donne qu'une seule valeur réelle pour X, les courbes ne peuvent se couper en 
plus de deux points et se couperont en deux points. C'est ce dont on peut s'assurer en rappor- 
tant (x) et (çO aux deux sécantes communes comme axes coordonnés et appliquant la 
méthode ci-dessus. 

Application. Soient 

((p) y« + x* — 2x — y — 1 = et xy —ix — iy = (<p'), 
on a, pour (ç) + X (^) = , 

y* + ^xy + x' — i (1 + 2x) a? — (1 + 2^) y — 1 = (tp), 

d'où, en résolvant. 



X . 1 + 2i^ 1 



y i^ + — i— ^ i l/(x*-4)a:'+2(4-x)(l+2x)a:+[(l + 2A)«+4]; 

et par suite, pour que y soit linéaire, 

(4 - X)* (1 + 2x)' — (x* - 4) [(1 + 2x)' + 4] - , 

OU 

8x' — Hx*-18x — 9 = (1). 

Or, cette équation admet la racine réelle positive 2,470217, donnant 

b^ — OC ou X* — 4 > ; 

donc les équations des sécantes sont 

2î^ + fx i (1 + 2x) l/y^ITâl] a:- fl + 2x T *~M « 0; 
L J L 1/ 8 — 2x -J 

et par suite, en les considérant simultanément avec (ç) ou (V), on aura deux équations du 
second degré en x donnant : l'une des valeurs imaginaires pour x, et l'autre deux valeurs 
réelles; donc, («) et («>') se coupent seulement en deux points. 
Remarque. Il peut ai'river que l'élimination de y entre (<p) et (^ conduise k une équA- 



ExKRacBS. 464 

tion trinôme bi-carrée en x; alors, il est préférable de résoudre directement cette dernière 
et chaque valeur réelle de x, à laquelle correspondrait une expression de même forme pour 
y, déterminerait un point commun à (^) et à (^. 



lOT» Voici quelques nouvelles applications. 

!<> Étant donné un trapèze à surface constante et dont un côté latéral varie, on demande 
le lieu de l'intersection de ses diagonales. 

29 Quel est le lieu du centre des courbes du second ordre passant par quatre points 
donnés ? 

df* D'un point donné, on mène des tangentes à une série de paraboles ayant môme axe et 
mâme sommet; qnel est le lieu des points de contact? 

40 Quel est le lieu des points de contact des tangentes menées Â des ellipses ou à des 
hyperboles semblables de forme et de position, sachant que ces tangentes sont parallèles? 

■ 

&* Quel est le lieu des pieds des normales menées à une série d'ellipses ou d'hyperboles 
semblables de forme et de position, sachant que ces normales sont parallèles? 

6^^ Déterminer les intersections des courbes 

y* + 3jc — 4y — 2«0 «t xy — x — 7j + ^ = 0. 
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DE U CIKCONFËRSNCE. 

XXVI* LEÇON. 



Foimu divanai de l'àqnaUon de U circonférence. — ConitmcUon. — ThtorèmM 
de géométrie élémentaire démontrèi par U méthode de Deecartes. 



lOS. La définition usuelle de la cîrcon- 
I férence donne immédiatement {6g. 82). 
.■c' + y'=R' (1), 

pour cette ligne rapportée à deux diamètres 

rectangulaires ; et (ftg. SS) 

X' -j- y' + ixy eos. S — R' HX 
lorsque les deux diamètres forment un angle 9. 
j N. B. La forme (1) a déjà éi^ obtenue de 

I l'ellipse, en posant 
b = a 
dans la fonction analytique de celte dernière ligne rapportée à ses axes de symé- 
trie. DoDC, on peut considérer la circonférence comme étant une ellipse spéciale. 
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Si maintenant nou^ 
considérons la circon- 
férence rapportée à deux 
ases rectangulaires quel- 
conques ; nous aurons 
[fig.83. i)] 
(a:_).+(^fl).=R. (2); 

R et (a, ^) désignant 
son rayon et les coor- 
données du centre. Cette 
dernière relation prend la forme 

y» + (a: _ «)■ _ R« ou i» + {y _ (3)» = R* , 

lorsque le centre est situé sur l'axe des X oa des Y; et particulièrement [lig. S3, 
S) m. 3)1 

!• + y" — îllr = ou x' + y* — 2Ry = 0, 
si l'origine est une eïtrémité du diamètre pris pour axe des abscisses ou des 
ordonnées. 
N. B. La fonction (3) développée est de la forme 

ai' + y + nx + by + c^O; 
expression qui, pour des coordonnées rectangulaires, accuse de suite une cir- 
conférence : car, en complétant les carrés des variables, il vient 

c'est-ft-dire utu cireonférenee ayant pour centre 

I — -â . — T I ^* /"""■ i^ï"** -s ^** + ** — 4«î- 

De plus ceO* circonférence se réduit à son 
centre ou est imaginaire suivant que l'on a 

a» 4- ft» _ 4c " 0. 

Enfin, lorsque la circonférence est rappor- 
tée à des axes obliques quelconques, on a 
spontanément (fig. 54) 

(«-»)'-K!(-ffl'+2(«-»)(i/-ff)co..»=R> (20; 
on, en développanl, 
a^-l-V'+2a:tfC08. Ô-ï-ajî-féy-fc = 0. 
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Pour construire la circonférence : prenons sur OX, OA -= — |- et sur OY, 
OB = — Y ; et élevant par ces points des perpendiculaires ii OX et à OY, on 
aui-a, par leur intersection, le centre C. Puis, traçant CO, le rayon du cercle sera 



R _ 1/cO' — c = l/OC — (l/T)'. 
En effet, on a 

_|. = a4-|3cos.9. — -5=p + «cos.Û et c=a'4-(3* + 2«(3cos.9 — R'; 
d'où, en substituant les valeurs de a, de & et de c, il vient 

(i - «)' + te — P)» + 2 {a - «) (s — p) €08. 6 = R' ; 

c'est-à-dire (2). C. Q. F. D. 

lOO. Les diverses formes de l'équation de la circonférence, nous per- 
mettent de passer en revue quelques propositions établies en géométrie élémea- 
laire. 



Thëorëne I. 

Tout diamètre divise le cercle et la circonfé- 
rence en deux pta^ties égales (fig. SS) . 

En effet, le cercle, rapporté à deux dia- 
mètres rectangulaires, est 

a:» + y»=RV 
d'où 



»= ± l/R» — a:»; 
et comme a: < R, donne pour y deux valeurs 
égales et de signes contraii'es , en faisant 
tourner CM'B autour de CB pour l'appliquer sur CMB , le point M' se juxta- 
posera sur M; car PM' = PM et les angles en P sont dmits. C. Q. F. D. 

CoROLUiRR. — Le diamètre perpendiculaire à une corde, divise cette dernière 
en devx parties égales. 

Thëorëhe h. 

L'ordonnée perpendiculaire à un diamètre est moyenne propmtionnelle entre les 
deux segments qu'elle détermine sur ce diamètre (fig. 5S). 

En effet , de 

j,-,-.f j3 = Rs Qn déduit î/i' = (R4-a;){R_a;), 
ou 

MP* = CP. BP. C.Q.F.D. 
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Thëorëiie III. 
Toute corde ett moyenne proportionneUe entre le diamètre mené par une de ses 
extrémités et sa projection sur ce diamètre i&g. 55). 
Car, on a 

CM' = y' + (x-i-R)'=y' + x'+ SRi + R'; 

el , en simplifiant au moyen de x* + y' = R', 

CM' = 2R-- + 2Rj: = 2R (R + x) , 
d'où 

CM'=CB. CP. C.Q.F.D. 

Thëorëhe IV. 

Tout angle inscrit dans un demi-cercle, est droit (fig. KB). 

En effet, les droites CM et BM ont pour directions 

-^- et -J- 
x+R x—K' 

d'où, pour leur pi-oduit, 

y 



-1, 



X'— R' 
puisque x' -f s' = R' et que les axes sont rectangulaires. C. Q. F. D. 

Théorème V. 

Les angles ifiscrits dans un même segment, sont égaux ; et chacun vavt la moi- 
tié de Sangle au centre correspondant (fig. 56). 

Soit AB = 3c la corde du segment , en la 
prenant pour axe des X et le diamètre per- 
]tendiculaire pour droite des ordonnées; nous 
aurons 

«' + (y-|3)' = R'> 

pour la circonférence : ^ étant l'ordonnée du 
centre et R le i-ayon. Mais de ce que c* -|- |3' 
= R', la relation précédente se transfonne en 

x' + y'' — 2(3^ = c\ 

„^^L. et <r-.^L, 

X + C X — c 



Ceci posé 
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seront les directions des cordes BM et AM ; d'où, les axes étant rectongulaîres , 
d! —d icy 

et par suite, à cause de U relation analytique de la circonférence , 

ig- M - ^ = I = constante. C. Q. F. D. 

De plus, le triangle rectangle COA donnant 

1 :lg. OCA :: |3:c; 
on a 

tg. OCA = ^ =. tg. M ou OCA = M = iBCA. 



Si (fun point pris sur fe plan d'un cercle, 
on trace une droite limitée à sa circonférence, 
le rectangle des segments de cette droite, com- 
pris entre le point et la circonférence, sera 
constant (fig. 57). 

Soit le point donné, la sécante quel- 
conque OWW donnera 

OM'. OM" = constante. 
£n effet, prenons la droite diamétrale OC 
pour axe des X , l'origine en et les coor- 
données rectangulaires; nous aurons, (d,o) étant le centre et R le rayon, 

(j, _ d}i 4- y. _ Ri (0) 

pour la circonférence. 
Ceci posé, soit la sécante 

y = dx.... (OMTir). 
alors, (j;', t() et (jT, y") étant les coordonnées des points M' et W, il vient 

]( = iaf et f = i3r; 
ainsi que 

et par suite 

OM'». OM"» = «'• a"> (1 + 3*)' ou DM'. OM" =- ai'a^ (1 -t- ^ (1). 
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Or, réiimination de y entre les équations de la circonférence et de la sécante, 
donnant 

(1 +d^«» — ïite + (d' — R*)=-=0. 
on en déduit 

,^ <** — R* 

et, en substituant dans (1), 

OM' . OM" « d« — R* = cotutanU. C. Q. F. D. 

CoMOLLAiRBS 1. Deux cordet se cowpeitt data un cercle en partiet réeiproque- 
jnent proportionneUei. 

II. Si ifun point, prit twrt d'un cer^, on trace det técantes terminéet à la àr- 
cwtférence, les sécante» entiiret lont réciproquement proportionnelle à leurs 
partie» extérieures. 

m. Si par un point, pri» en dehon'de la eirconférenu, on mine une tangente 
et une »écante, la tangente est moyenne proportionneUe entre la »écante entière et 
sa partie extérieure. 

ScouE. Si d'un point extérieur à un cer^, on trace deux tangentes à cette 
ligne, eilea seront égales depuis le point de départ jusqu'aux points de contact. 
TB&ORfcHB VIT. 

1* Deux eireonfirence» ne peuvent »e couper en plus de deux points. — i' Deux 
cercles se coupant, la distance des centres est normale à la corde des intersectiont et 
médiatrice de cette dernière; de plus, elie est moindre que la somme des rayons et 
plut grande que leur différence. — 3' Deux drconféreneet seront tangentes si la 
distance de» centres vaut la somme ou la différence de leurs rayons. — i" Deux cir- 
conférences n'auront aucun point commun ti la distance des centres est plus grande 
que la somme de leurs rayons ou moindre que leur différence (fig. ë8) . 

Prenons la droite des centres comme axe 
des X, l'origine au centre C du plus grand 
cercle et les axes rectangulaires; nous au- 
rons, en appelant R, R' et d les rayons et la 
distance des centres, 

C) x'+y=R' «t («— (O'+if— R" (ff, 

pour les deux circonférences. 

De ces deux équations, on déduit, par voie 
de soustraction, 

aaa: — i* - R* — R" (1). 

c'est-à-dire une perpendiculaire il la droite des centres. Donc (C) « (C) ne pour- 
ront se couper en plus de deux point». 
De plus, (1) et (C) donnent, en éliminant x, 

S = ± ^V/W'R'-(d' + R'-R'T; 
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d'oti 

MP = M'P. 

Enfin, l'ordonnée y du point d'intersection pouvant s'écrire 



y~ ± ^l/(2dR + R- -f d* — R") (îrfR — if — B* + R"). 
ou _^ ___^^_ 

V = ± i \/(rf + R + R') (rf + R — R') fR' + -^ - ï*' iR' + « - '') ; 

donc, d'après les indications ci-dessus, on a 

d^_R + R'>0 et rf + R — R'>0, 
les deux cercles ne se couperont que pour 

R' 4- 4 _ R > avec R + R' — rf > 0, 
ou 

R'4.d — R<0 avec R + R' — rf<0; 

mais les dernières hypothèses sont inadmissibles, car leur combinaison, par addi- 
tion, donne 

2R' < 0. 
Ainsi, il faut avoir 

d — R-f-R'>0 avec R'-|-R — d>0, 
ou 

d > R — R' avec d<R + K. 

Le contact des deux circonférences exige que l'ordonnée du poiht M soil simple-, 
donc, dans le cas des axes précités , 

c'est-à-dire 

« = R -1- R' ou « — R — R'. 

Enfin , les deux .lieux n'ont aucun point commun , si y est imaginaire 
alors on a 

« > R -f R' ou « < R — R'. 

TflËORËME VIII. 

La corde ^intersection d'un Cfrcle donné et 
d'un cercle variable passant par deux points 
fixes, coupe la droite de ces derniers points en 
unméme point (fig. 59]. 

Soient le cercle donné et C celui variable, 
passant par les points A et R; nous aurons, 
en appelant (x, ^) les coordonnées de 0, 
(o, h) celles de C, R et f les rayons des 
cercles et C, 

(»-«)'-!- (y- (3)' -R' (0), 
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^* + {y — A)* — p* ou iC« + y* — 2Ay = p" — ft« = c» (C); 

IK>ur les équations de ces circonférences, rapportées à la corde AB = 3c et à sa 
médiatrice perpendiculaire. 

La corde commune d'intersection sera 

(C) — (0) ou 2(p — A)y + 2aa; + (R'— c'— a»— p^)=-0... (DE). 
Or, en posant y ==: 0, on obtient 

OT = — 7^ = constante. C. Q. F. D. 

ScoLiE. Lorsque le cercle variable CAB devient tangent à la circonférence 0, la 
sécante TED se transforme en Tune des tangentes TI ou TK; et par suite ces 
points I et K seront les points de contact, avec le cercle 0, des circonférences 
qui, tangentes à ce dernier, passeraient par les points A et B. 



ii 



SX. 

Étude des propriétés des courbes du seeond ordre. 



XXVII® & XXVIIIe LEÇON. 



SOMMAIRE. 

De la tangente à la circonférence. — Tangente par nn point eztérienr; corde 
et circonférence des contacts. — Axe radical de denx circonférences. — Centre 
radical de trois cercles. — Tangente commune à deux cercles. — De la nor- 
male au cercle. — Applications snr la circonférence. — Exercices. 

De lu tungente A la eireonférence. 

IIO. En appliquant la théorie de la tangente, au cercle 

a:» + y«-^R« = (9); 
on obtient , pour la direction de cette droite, 

y" 

et pour son équation 

xsl 4- Wi ^ R' (T). 

N. B. Si la circonférence avait pour équation 

(a;_«)*+ (y_P)« + 2 (X — «) (y — P) COS. G= R«; 

on aurait, pour la direction de la tangente au point (a;', y') , 

2 {(xl—a) + 2 (y^— (3) COS. 6 (x — a) + (y — jS) cos. 8 

2 (» — P) + 2 (a: —a) cos. ^" (y— jS) + (ar'— a) cos. * 
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et par suite pour la tangente 

ou, en réduisant, 

yy'- f es 0(xy + yxH'^c ~('3+a)(i/+i^>s G-(a+^i)cs9:a^f j;)+ 

Théorème. 

TTww les points de (T), à L'exception du point de contact (â'\ y'), sont exté- 
p-ieurs à (:f). 

En effet, la position du point (x\ y) donne 

X'' + y'' = R^ 

d'où , en combinant cette égalité, par voie de soustraction , avec (T) x 2 , 

■ 

x'* — ixaf + if*—iyy' = — K» ou (x' — x)- + (»' — y)« = «« + y' — R». 

Ainsi le premier membre de (cp) sera constamment positif pour un point (x, y) 
de la tangente, autre que celui de contact; donc, [§ 105 Théor. V] tous les 
points de (T), à Cexception de (x\ y'), sont extérieurs à (T). 

Twifente wtm eerde par «m point extérieur. 

lll. Soit (x'\ y") le point donné et (x\ y) celui du contact inconnu ; nous 
aurons, pour cette tangente, 

xx' + yy'^R^i 

et, comme cette droite doit passer par le point (3if\ y") , 

De plus , la situation du point (i^, y) donne 

^'* + »''-=R* (2); 

donc les relations (1) et (2) déterminent x' et y. Or, les valeurs de ces incon- 
nues, contiennent 

l/x"-+»"* — R'; 

et par suite, on pourra tracer du point (x'\ y") deux, une ou zéro tangente sui- 
vant que {jif\ y") sera extérieur, sur ou intérieur à (9) , puisque alors on a 

jf'^- _(. y"i _ R« ^ 0. 

< 

Corde des contacts. Mais il est préférable de substituer à la résolution de (1) 
et (2), des constructions géométriques résultant spontanément de ces mêmes 
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équations considérées comme fonction des variables x' et y' ; alors (2) n'est qne 
le cercle proposé, tandis que (1) est une 
droite, déjà nommée [g26] an-de des con- 
tacts, pour laquelle (fig. 60) 



■ Y -<"'■■ 



et par suite celte ligne T^ détermine les tan- 
gentes l(3f', y"), (x\ îrtl et [iar, y"^ . («', ^]. 



étant indépendante de f, le point T sera censtant pour chaque couple de tan- 
gentes tracé d'un point appartenant ^ cette droite DD', qui est ainsi la pouire 
avec T pour pôle. De même 

sont paie et polaire. 

CiitcoNFÉRENCE DES CONTACTS. Les points communs il (1) et (â) sont encore 
donnés par les relations 

La dernière s'obtient en combinant (1) et (2) par voie de soustraction et eii 
complétant ensuite les carrés : or, c'est une cii-conférence ayant pour centre et 
pour rayon 

[f.f] « v/^T^ 

c'est-à-dire la construction indiquée dans tous les traités de géométrie élémen- 
taire. 
N. B. Le lecteur trouvera facilement que 

y^mx-\n, 
sera tangente à la circonféreiicf. 

pour 



Au SÀDICAL BT (SNTIIB UDICAI,. 



On désigne sous ce nom : le lieu des points 

UE DËPART DES TANCENTES ÉGALES MENÉES A DEUX 
CERCLES. 

Un dispositif convenable d'axes coordonnés, 
nous permet de prendre {fig. 61) 
C) j;'+î/'=R' et (x-:.y+y'=K'... (C 
pour les équations des deux circonférences. 

Maintenant, T étant un point du lieu, on doit 



TM-TM' ou l/CT'-R* = »/Cr'-R''; 

et par suite, [x, y) étant les coordonnées du point T, 

a^ + y. _ R. _ (i_ al" + y' — R'. 
cest-à-dire 

2«x = R* + «' — R" (|). 

Ainsi le lieu demandé est rectiligne et n'est autre que la corde d'intersection des 
deux circonférences, quand elles se coupent, puisque 
14,) = (C) - (C). 

Corollaire. Les axes radicaux de trois circonférences concourent en u» mim£ 
point, nommé centre radical. 

En effet, soient les trois circonférences 

(C)=:0, (C0=O et (C) = 0; 
nous aurons 

(C) — (C) = 0, {C| — {<r) = et (C) — (C) =^ 
pour les trois axes radicaux. 
Or 

[(C) - (C'H =- L(0) - m] - [(C) - (C")]. CU.F.D. 

ScouE. Pour construire Taxe radical de deux cercles ne se coupaut pas, on tra- 
cera une circonférence auxiliaire rencontrant les deux proposées, et par le centre 
radical de ces trois cercles on abaissera une perpendiculaire sur la droite des 
centres des deux circonférences données, ce sera leur axe r^ical. 



113. Prenons pour axe des X la droite des centres, l'origine au centre du 
plus grand cercle et les coordonnées rectangulaires; nous aurons (iig. 63), pour 
les deux courbes, 

C.) r? 4 ,V' -- R- el (X -?.)' H- t ^- R'' (C. 



{a. 
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Ceci posé, soit 

y = o (X — d) . . . . (TM) on (TN') 

la tangente commune. 
En éliminant y entre (TM) et (C), on obtient 

(a' + \)x' — 2<i*da; + (o*rf' — R') .= ; 
d'où, pour l'équation <Ie condition de tangence pour ces lignes, 
(rf' _ R') a' = R* (1). 
De même, (C) et (TM) donnent 

(«' + i)x*~i(x + da')x-\- (a' -h «'''■ — R'-) ^ 0, 
et par suite, pour la fonction analogue à (i). 

[(rf_„)._R'.]a'^R'» (i). 
Enlin, des équations (1) et (2), on déduit 

«R Li^; 

''* ** ^ R T R' *" " ~ ± l/(« + R T R') (" - R ± Rï 

Discussion. La pre- 
mière valeur de d, est 
supérieure ii et, et elle se 
construit élégamment en 
traçant deux rayons Cl 
et GT parallèles et diri- 
gés dans le même sens, 
la sécante II' des extré- 
mités coupera CC au 
pied T des tangentes 
communes extérieures. 
Quant à la seconde valeur de d, elle est moindre que x et donnci-a un point T sur 
ce, déterminé par une sécante II", dont les extrémités I et l" sont celles de deux 
rayons parallèles CI et CI", mais tournés en sens contraires. 

Maintenant considérons l'expression de la dii'ection a, qui peut admettre qtuUtv 
valeurs; et par suite le problème peut donner quatre solutions : d'abord la réalité 
de a ne peut dépendre du fôcteur « -|- R =F R' qui est positif, d'après les coor- 
données admises; ainsi tout se réduit à examiner la valeur de a — R ± R', sui- 
vant les diverses positions des deux circonférences, 
l" (C) et (G) EXTÉRIEURS. Dans ce cas, on a 

« > R ^- R' 
donc 

a — R--R'>0 et a fortiori « — R -|- R' > 0. 



DS LA NORMALE AU CERCLE. 475 



Ainsi QUATRE TANGENTES. 

S"" (G) et (C) TANGENTS EXTÉRIEUREMENT. Ici 

a-^R + R' OU a — R — R'-=0; 

et par suite, pour les valeurs de a, 

„ R — R' , R — R' 

a « — 00 et rt 



^ + 2 l / RR' 

cesl-à-diie trois tangentes. 

3* (C) et (C/) sécants. Alors 

a <- R + R' el a > n — R', 
ou 

a — (R + R')<0 el a — (R — R')>0; 
c est-à dire que 

a' est réelle^ mais «" est imaginaire. 

Donc DEUX TANGENTES. 

4* (C) et (C) TANGENTS INTÉRIEUREMENT : « « R — R' doilUe 

/i' = OC mais n" imaginaire ; 
et par suite une seule tangente. 

o" (C) et (C) intérieures : Dans ce ras 

c^ < R — R', 
donne a' et a!' imaginaires. Donc aucune tangente. 

De la normale aa eerele. 



114* La normale au point {af, i/) de la circonférence , a pour expression 

y' 

puisque les axes sont rectangulaires ; ou , en réduisant , 

y' 
y «-«... (N). 

Ainsi, la normale du cercle est un rayon, propriété déjà établie en géométrie 
élémentaire. 

AppUcalloDB Mir le ecrele* 

llll* Voici quelques applications complètement développées. 



Leçon XXVdl. — Applications si 
Problème I. 



I poiit I d'ug dnile Al =3 i, dtil 1« ntriaiUi gliiuit si 
«mttni H (li|. t3)! 



Prenons le diamètre OT 

pour axe dea Y et sa mé- 
difttrice perpendiculaire 
pour axe des absciaes. 

Ceci posé, soient a et 6 
lea segmenta'AM et MB 
de AB -='(, {0, y') et 
[ic^, y") lea coordonuéea 
des pointe variables A et 
B ; nous aurons d'abord 
les génératrices rectULgna» 



: y—y-y — y ; 

circulaire 



( {fl +A)x = fla;" (G). 



x' + (s — yr^a' (G"). 
D'un BOtre cAté. l'équation de condition est 

x"' + }f'^R' (1); 
r le point (x", v") ^B' situé sur la circourérence 

x' + y' = R' (D). 



Donc, en élimiuaDt x", y" et y< entre (O), (O*), (Q") et (1), c 
demandé. Or, (0) combinée avec (1), donne 



(« + 1) I 



n BDtra coté , de (Œ) , on déduit 



1 . 



a 

« (y" — y). 



I obtiendra l'érination du lieu 



et, par suite, pour (0"i 

ft'a:' + fl.' (tf" - 
d'où, en remplaçant y" par sa valeur. 



•s)' 



. «•*•; 



*.i' + «' r — ï + ^ l/o'R' — |o + tfx- 1 ' 

et. en Taisant disparaitre le radical, 

«•y'+2(a+*)'i xy+{a+ib)'x'—ia{a+ib}K'] ar'— 2o'R' | ?/ 
+JS'| +Îo(o4-Î»)»' i — 2«'t' I 
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Ce lien da 4^* dogré, a poor centre et pour azeB de srinâtrie, l'origine et las axea coor- 
donnés; de plus, on obtient, ponr les ordonnâes à l'origine, 

«-0.!,'-2(R' + i')ii' + (Ri— 1>)'_0 doù j-±|R±J)i 
c'est-à-dire les points M' et M" d'une part, 1' et I" d'autre part : points distants de fr de la 
circonférence. 

Les intersections avec l'axe des X sont données par 

y = 0, (a + 2ft)'x' — 2«(a + 2t) (R* — H ** + «M»' ~ **) — ; 
d'où, on déduit 



V B + ît 



c'est-A-dire que sur cet axe, il n'existe que deux points STmttriqnas K' et E" par raj^ort 
an centre O, si toutefois on s 

b < R. 
ce qui correspond A la figure 83, 1). 
Si maintenant nous supposons 

6 = R': 
la partie moyenne de ta courbe, c'est-A-dii-e l'K'I"K" se réduit au Rentre et le lien se 
transforme eu utie espèce de hiiH[Qg. 63, 2)]. 

Dans le cas di- 
R < l>< 2R. 

le lieu ne renconti-e plus 
l'axe des X et se compose 
des deus courbes l'K'M'H' 
et 1"K"M"H''', sécantes 
[Bg. «4, 1)] au cercle donné. 
Lorsque 

fc = 2R, 

(r) est formé des deux 
parties M'R'1'3' et M'^R^'S" tangentes ft la circonférence aux extrémités du diamMra 
OT[flg.64,8)l. 
Baflnponr 

b > 2R, 

on obtient la figure H, 3) , c'est-ft-dire un lieu n'ayant aucune intersection avec le cercle 
directeur. 

N. B. Nous engageons le lecteur A recbsrclur quel est l'angle formé par les tangentes 
aux pointa d'intersection da (f ) aToc le cercle 0. 

PROBLÈIIE II. 



Soient {af, j^, (2", y"), (x'", |r"^, les poinU donnés et (2, y) les coordonnées d'tm des 

23 
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pointa du lieu damandé; noue aurons, en Bappoaant les azea rectangulairea, 

i(i-i?i'+(!,-jr]+[(i-iT+(s-ï")']+i(i-«"r+(!/-»'Ti+ -K'. 

d'où, en développant et divisant pai-te nombre de points, 

JW+f'+- ^ !!■-(»•»+»''+■)-(»•■+»'■+■) 

et par auite, en complétant les carrés, 
*' + ar"+a:"'+.. 

— -ji 

Ainsi U lieu etl une circonférenee de cercle pouvant se réduire à son centre ou Hre 
imaginaire. 

Phoblëne IH. 

j)ail ut 1« lin di pDiit dut 1i dlituM 1 ot tugeitt fi» ttt unli doiit, Hit éf lit à ti lifartliM li pûd 
dt MUa diiluK i U iIihiUnbu i« h canle (fig. 6&), 

Soit O le centre du cercla donné de rayon R et TT' la tangente fixe. 

D'abord les eztràmitéa A et A' du diamètre' de 
■contact, sont des points du lieu;etcala en vertu 
de ce que la distance d'un point i une circonférence 
est double, comme se mesurant sur le diamètre 
passant par ce point. 

La construction d'un point quelconque a'etTec- 
tuera en traçant une sécante diamétrale B'OËD, 
terminée A la tangente TT, puia prenant DM = DE 
et DM' = DE' aur une perpendiculaire A TT'; on 
aura deux points M et M' du lieu : cette génération 
du point M indique d^& que OY est un axe 
de symétrie; auasi prendrons-nous cette droite 
comme axe des ordonnées et le diamàtre perpendiculaire comme ligne des abaciases. 

Si maintenant noua conaidérona lea arcs égaux AE et AE", mais dirigea en aena con- 
trairea, nous aurons les points H" et H'" aymétriquee de M' et M par rapport an diamàtre 
A'OAqui eat aussi un second axe de la courbe. Ce diamètre est l'axe deaX. 

EnQo, la sécante normale an diamàtre A'OA, étant parallèle à la tangente TT', on en 
déduit que le lieu doit étreinâni, tant au-dessi)squ'au-desaous deOX, à droite et ft gauche 
de OY. Donc, ai le lieu est du second degré, il ne peut appartenir qu'au genre hy- 
perbolique. 
Ceci posé, procédons anatytiquement : pour le point M ou M', nous avons 

PM' ou y'-bX'-DE .DE' (1). 

Mais t poi)r le point M , 

DM-.DE = AP = j;~R el DE' «^ DE + 2R = *■+«;■ 

et par suite (1) devient 

y* = (z — R) (I + R) ou -y* — a;' R' |^). 

On obtiendrait la même fonction pour le point M'. Donc, le lieu est une hyperbole ^ui- 
laUre, ayant pour atymptotes les bissectrices des angles formés par les axes coordonnés , et 
dont 2R représente les axa de symétrie. 
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Problème IV. 

MtoalMT la Un il mmI <'u ufl* dnt In cHéi Ui|nU i ut «inutèniM (t), tttuMmt ih 
■Mil to «MlKb lofnti 1 IH utn dnuléniH (f) [Hf. 6t.]. 

D'flbonJ on point quel- 
conque sera construit en 
traçant TAB tangenta & 
(C) et le point M de con- 
cours des tangentes me- 
nées â (C) par les inter- 
sections de TAB sera un 
point du lieu. 

Les tangentes A (C) pas- 
sant par le centre C don- 
neront deui génératrice! 
parallèles EO et DK ; - 
e'est-A-dire que dans te sens de ces droites la courbe s'étend A l'inâni , et il ; aura deux de 
c«a sens si le centre C est eitérlenr au cercle (C). 

Enfin des tangentes communes aux deux circonférences , on déduirait les intersections, 
tel que N, du lieu avec le cercle (C) ; et évidemment on aurait quafre points si (C) et (C) 
étaient extérieure. 

Ceci posé, prenons la droite des centres comme axe des X et se perpendiculaire par le 
centre C pour celai des T ; nous aurons , d étant la distance CC, R et R' les rayons , 

IC.) a:' + !/' = R' et {£ — d)' + y*=K' (C), 

pour les équations des deux cercles directeurs. 

Hais la tangente MB au point B (z*, y') quelconque de (C), ayant pour équation 

aa:- + yy' - R', 

OD aura, de ce qu'elle passe par le point (2, p), 

aa:' + (5î/'=R'; 

nt pai- suite la corde AB des contacts sera 

ax + ^y~R* = 0. 

Or, la distance de cett« droite au centre C (d, 0), est 

^, , ad — R» 



K «' + P' 
puisque cette droite AB doit étra Ungeute à (C) ; dour 



1" + (R'' — *)«' + JdR'a — R' — (f). 
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Ainsi le lira isra eltiptigue, parabotûiue on hyperbclique flnivant que l'on ann 

> 

c'Mt-à-dire pour le centre C intérieur, sur on extéruur an cercle (C). 

RxHJLHQDE I. L'équation (o) indique BuillBarameDt que la droite des centres eat nn m 
de Eymétrie du lieu. 

II. Lorsque d =^ o, (f) devient 



on une ciramférence concentrique ans directrices et dont le rayon eet n: 
portionnelle à R' et R. 



Oa«I «Il le li«i 4i ralii 1 Igiti litUiM d'n ftiat M i'm tinmiiTmu fauta (H|. 61). 

Soient D le point direc- 
teur et (0) le cercle donné 
ayant R pour rayon. 

D'ahoi-d les pointa A et 
A' milieux des distances 
DB et DB' du point D & la 
circonféi'ence , eont d^a 
situés sur le lieu cherché. 
Ensuite la circonférence 
ayant son centre en D et 
pour rayon 2R couperai* 
cercle (0) en deux pointa 
K et K' appartenant à la ligne demandée ; car DK = KH et DK' = K^H'. 

Pour obtenir un point quelconque M , on Joindra D ft un point E de (0) et le rayon OE 
coopéra la médiatrice normale de DE en ce point M ; car MD = MR. Cette construction 
indique que les tangentes DS et DS' donneront deux rayone OS et OS* parallèles aux per- 
pendiculaires élevées aux droites DS et DS' par leurs milieux; donc, dans ces deux direc- 
tions le lieu est infini et appartiendra au genre hyperbolique , si toutefois il «t du second 

<!!eci posé, prenons OD pour axe des X et sa perpendicnlaire OY pour second axe des 
coordonnées ; nous aurons , pour le point M , 

1) MD = ME = MO — R ou MD=MO + R {1; 

eniTant qne la distance dn point U A la circonférence sera celle itiNiiniM on uaxihum. 
Or, en appelant d la distance OD , on a 

MO = 1/ if + S' et tm^v^ {x—a)' + y, 

A'où , en condensant les relations (1), 

~ y x> + y^ + 1/^ — (()• + y = T R ; 
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et par nito , au fitiuat diaparkltre BoccMiiTOmeiit le* radicaux , 

iK's' — 4 (d* — R') x* — W (R* — <P) JT — (R' — <?}■ = if). 

Ainsi, U lieu ett une courbe du second ordrt : htpkrboliqub on ELUPnquB sditamt qm 
D EST ■XTdKiRDR OQ INTÂRIEUH K (0) ; et Be réduisant « dbux DROITES CONFONDUBS AVEC OD, 
pour D HULi sur la circonférence ; car d = R donne 

c'est-i-dire Dne variété du genre parabolique. 



Tntnt II liai 4i Nsatt i l'u Manl* Cil, 4iU 1» t«i lUm C «i I lUntii nr Ini un fNtopUm 

n « n (H|. H). 

D'alMrd lortqoe le trian- 
gle CAB occupera la poai- 
tion C'A'B', c'est-à-dire CA 
coïncidant avec OY, on 
aura le point A' d'intersec- 
tion du lieu avec TT; pois 
CAB en C"A''B", ou AB 
anr XX', le point de ren- 
contre A" avec cette droite 
sera déterminé. De mdme, 
les stations C"'A™B"' et 
C''A''B" ronmissent les 
pointe A'" et A™ respectivement symétriqnes de A' et A" par rapport à l'origine 0. 
11 résalte déjà de ce qui précède qne le lien sera limita et aura pour centre le point 0, 
Ceci posé, prenons les droites données pour axes et déaignons par ^ et -[ les coordon- 
née* t l'Origine dn cSté BC ; nous anrona 

P' + y' = a> (1), 
ponr éqnation de condition entre ces dens constantes variables et le côté connu a; et 
comme les génératrices dn peint A sont des circonférences ayant ponr centrée variablee 
C et B et ponr rajrons b et c, un obtient 

G) a:' + (tf — yY = 6' et y» + (x — J3)» -^ c* (G'. 
Donc, l'élimination de J! et 7 entre (1), (O) et ((y) donnera l'eipreesion analirtique dn lien 
demandé. 

Or, (O) et (OO donnent 

y ^y —\/h* — a:' et = 1 — y/^' — y\ 
et, en remplaçant dans (1), 

(X — l/^ï^^T + (j,_\/éi^^y _ a'. 
d'où, après développement, rédaction et transpositions convenables, 

2 |«l/c»-y* + y Vb* — «»] = ft' -f c' - a*. 
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Mail 

a» = 6* + c* — 26c COS. A, 

X \/c* — î/' 4- y l/fc* — «* = *c COS. A. 

La diBpArition des radicaui élèverait cette dernière fonction au 4"» degré : mais cbaque 

radical n'aifectant qu'une variable, isolons le second, par eiemple, et élevons au carré; 

c^3? =^ 6'e' cos'. A 4- 6'y' + 26c cos. A 1/6' — x'.y; 
d'où, en réHolvant par rapport à y. 



_ — C COS. A l/ft' — J' i: y/ç'x' — CXI COS.* A 



c COS. A 1/6' — j' ± ex sin, A. 



6 

et par suite 

6'^' T 26c sin. A. ay + c'x' =- 6'c' cos.* A (rp). 
Ainsi (« liai est lUiuble et admet pour cenlre le point O lie concouridei droites XX'elYY'. 
DiscL'seios ; 1° A 5 90»; le Heu est elliptique et cela quelque aoit le rapport de ft Ac. 
2= A — tXC;C-.) devient 

6V T 26c. ay 4- cV = ou by^cx^O (çT; 

c'est-â-dire deux droites passant par l'origine. 

Ce lieu (?') n'est cependant point une variété du cas général (^); de pins, il paraît plus 
étendu qae celui demanda; toutefois cette extension disparaît en observant que («>') ne 
dépend qne du rapport c : J = p, car il est alors 

y "= p. X. 
Donc, celle double droiU (?") serait le lieu du sommet de f angle droit de triangles rectan- 
gles semblables, dont les autres sommets glisseraient sur OX et OY. 

Ainsi l'analyse et la synthésn sont encore ici en concordance, quoique cela ne soit pas 
toujours, 
.l» Enfin, si pour. A '■90°, on a encore 6 = c ; (ip') devient 
9 = ± X; 
c'est-à-dire les bissectrioeB des angles TOX 
et TOX'. 

Seconde solution. Ce second mode de détsr- 
mination , a le donble avantage d'éviter les radi- 
caux et de montrer l'utilité de l'emploi des trans- 
formations de coordonnées, pour résoudre des 
questions qui dépendent d'autres bien c 



Désignons par f et c' les projections de fr «t r 
anr le troisième c&té a; nous savons que le lieu 
décrit parla projection A' du sommet A, est une 



APN.1UTI0NS SUB LE CERCLE. 

allipse ftyfuit pour équation, par rapport aux axes coordonnés supposés, 

c'y + b''x'' = c''b'' (1). 

Il eat évident que cals revient A dâtermiaer les coordonnées {y', x') du point A' e 
tion de cellea {x, y) du sommet A , pour A'A ^ A et perpendiculaire au cOté BC. 
Or, noua avons 

I = OP = i' + At = î:" + A COS. a, 1 
y = AP = y' + AT = »■ + '' sin. «; \ 

x — af + -^ y, I ti = — 

" 6'c' — A' ' 

et par suite (l*) devient , après développement et réduction , 

(*" + A') y'-i {b- + c') hxy + (c'' + W) x' -= (iV - A') (!")■ 
M&ii on a 

b'' + A* = b; e'' + c* = k\ {b' + c')h=ali = bc sin. A . 

a' =s {b' + c')* ■=> A' + c* — -ibc COS. A donnant b'c' — A' = — bc cos, A ; 
et par suite (!') sa transforme en . . 

bY—ibr sin. A. xy + c'x* = 6*c' cos.» A. C.Q.F.D. 

. Problème VII. 

tattriiN I* 11» Il Nitn J'u mkIi tugnt t uu MU tt à tu flmiNniH imiu. ts h Uh 
Im r*iiti 1 1|i1b UiUbm l'iH Inltt at d'ni lirMiltrnN inalM. 

Nous Bnpposerons la 
droite sécante et distante 
de d du centre C' 

D'abord lea ii)t«ruc- 
tiouB A et B dsB deni di- 
rectrices sont des points 
du lieu; et ces points se 
réuniBsent en D' lorsque 
la droite est tangente à la 
circonférence. 

Ensuite , dans le cas de 
AB sAcûite, S- et S' mi- 
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lieux de DD' et DD" seront encore des points de la ligne demandée; mais loi*8qQe AB 
tendera vers A'B', S' s'approchera du centre G et S de D'; à la limite S' sera en G, S en 
D', et ce dernier pourra être regardé comme le résultat de la superposition des trois 
points A , B et S. 

Quant à la position de A B en A''B'^ extérieure au cercle, le point G anûre en S''' centre 
de D"'D" et D' en S" milieu de D'"D'. 

Enfin, il est facile de reconnaître que les points seront deux À deux symétriques par 
rapport à D'D'', qui sera ainsi un axe de symétrie et que nous prendrons pour ligne des 
ordonnées, tandis que AB sera celle des X. 

Geci posé, nous avons, pour un ^oint M extérieur à la circonférence , 

MP«ME ou MG — MP = R (1), 

et 

N'F — NT ou N'C + N'F«R (IT, 

pour une station intérieure. 
Or, 



MP ou N'F = y et MC ou N'C «=1/ a^+ fe — rf)«; 

donc (1) et (1') deviennent 

i/x'+{y—d)^ — y = R et [/ x' + {y—d)' + y^R; 

4 

d'où, transposant, élevant au carré et réduisant, 

q>) j:«— 2 (K + d)y+ (d-'— R3)«0 et x'—i (d—R) y+ (rf*— R«) = (- 

Ainsi le lieu est une double parabole, ayant pour axe de symétrie celui des Y. 
Discussion, l^ AB est sécante : donc âf < R et (cp) a pour sommet 



r^ R — dl 



c'est-à-dire le point S et la ligne M'ASBM est le lieu(t). 
(V) qui a son sommet au point 



[».'-^]- 



ou en S^ est caractérisée par la courbe N'^AS'BM''. 
2^ AB est tangente et se confond avec A'B' ; d = R. Alors (^) est 

X* =« 4R» 
analytiquement et géométriquement ND'T ; tandis que (^) qui se réduit A 

X* =0, 

donne la double droite OY, comme transformée de N^'AS'BM''. 
30 Enfin , la droite occupe la position extérieure AJ^W^ et d > R donne S" fo, ^^^ 1 
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pour sommet à (>) qui est alors O^S^H'' ; et (^) donne la parabole O'^'S^'H''' ayant S''' pour 
sommet on 

d + K 



[O'-V] 



N. B. Des théories ultérieures nous ferons voir que lorsque la parabole est double , le 
sommet de l*une est le foyer de Vautre. 



113* Voici quelques questions que le lecteur est prié de développer. 

l^ Quel est le lieu du sommet d'un angle canstant dont les côtés sont tot^ours tangents à 
une circonférence donnée? 

29 Quel est le lieu du point M? sachant que A, B, C, a, b, c étant les sommets et les 
côtés d'un triangle, on doit avoir 

AM* X a + BM« x t + CM* x c «= constante. 

d9 Quel est le lieu du point également éclairé par deux lumières dont les intensités sont 
a et ^ à l'unité de distance f (On admettra ce principe de physique que Us intensités d*une 
mime lumière à des distances différentes, sont en raison inverse des carrés de ces distances,) 

40 Étant données quatre droites, formant trois à trois, quatre triangles : les quatre points 
de concours des hauteurs de ces triangles sont en ligne droite. 

50 Trouver Téquation de la circonférence passant par trois points donnés. 

&^ Les côtés d'un angle droit BAC passent par deus points fixes A et B. Quel est le 
lieu de l'intersection du côté AG , avec la médiane de la base BC du triangle formé par 
BA, BC et la perpendiculaire CD à la droite BCf 
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SOMMAIRE. 

Formes diverses de l'ôciiiation de l'ellipse. » Théorème : Les carrés des ordonnées 
de l'ellipse , perpendiculaires à l'un des axes, sont entre eux comme les produits 
des segments qu'elles déterminent sur cet axe. — Description de l'ellipse : poin- 
tillée; continue; déduite de la projection d'un cercle. — Des foyers et des direc- 
trices. — Théorème I. Un point est extérieur ou intérieur à une ellipse suivant que 
la somme de ses distances au foyer est plus grande ou moindre que le grand axe de 
la courbe. -- Théorème II. Le demi petit axe de l'ellipse est moyen proportionnel 
entre les deux segments que détermine chaque foyer sur le grand axe. — Pro- 
blème. Quel est le lieu du point dont la somme des distances à deux points fixes 
est constante et égale à 2a. — Description de l'ellipse au moyen des foyers. — 
Problème général. Déterminer le lieu du point dont le rapport des distances a un 
point et a une droite donnés soit constant ou :: m : n. 

liy. Uellipse rapportée à ses axes, ayant pour équation 

aY + b'x* == a'b* (E), 
on en déduit 



et par suite de 



y:=±^i/a* — x^ (1); 



^ } on obtient { 
««0, ) \y^ ±b; 



FMMB It CMSTBDGTIOII DB L'ELUFSB. J6T 

c'aet-Jt-dire les intersections de la coarbe avec 
les axes coordonnés, et ici les points les plus 
éloi{^é3 et les moins distants du centre de la 
ligne : en effet, pour nn point M quelconque 
on a (fig. 71) 

OM* i=x* + y; 
d'où, en remplaçant y en fonction de x. 

Or, en supposant a> b,ce qui est permis, il vient 

maximum OM = ± a , j l * = ± fl. 

s donne par [ 
minimum OM = ± P, ) { x = 0. 

Enfin, comme pour toute valoir de x, (E) donne pour y deux valeurs égales et 
de signes contraires, il en résulte que le grand axe de la amrbe la divûe en deux 
parties égales. 

L'ellipse a également te petit axe pour droite de symétrie; de plus ce lieu, 
évid^nment langent aux cfttés du rectangle HH'H"H"' aux points B, D, 6' et D', 
a pour forme celle indiquée dans la figure, car la distance OH doit diminuer de 
OB à OD pour croître ensuite de OD à OB', et la portion BD'B est symétrique de 
B'DB par rapport à B'B. 

RsHARauB. Les poiflis B, B*, D et D' sont désignés sous le nom de tommeu de 
la courbe. 

N. B. On peut calculer les coordonnées de tous les points de la courbe, uns 
extraire nne seule racine carrée, et cela au moyen d'une variable auxiUaire. 

En effet, 

1 — r ^ 2( 

vérifient (E), indépendamment de toute valeur donnée Ji t; et en bisant croître t de 
à 1, a; variera de a à et tf de à b. 
118. En changeant xe»x—a, dans (E), on obtient 

y» = ^ (2«E - X») (E,) 

pour l'équation de l'ellipse rapportée k son sommet de gauche, l'axe des Y' étant 
perpendiculaire au grand axe de symétrie. 
N. B. Les équations (E) et (E,) donnent, pour b=^a, 

x''+y' = a' et y' = 2a* — a?; 
c'esl-JHlire tate circonférence : donc , uUe dernière peut être amtidérée comme 
une ellipse dont les axes sont égaux. 



18S Lbçoi» XXIX. — Dbscuptioh de l'sllipse, 

TbëorÊKE. 

'Les carrés des ordonnées de teUipse, perpendiailaiTes à Tun des axes, tent eatn 
eux comme les prodtUts des segments qu'elles déterminent sur cet axe. 

Eq effet, (x, y) et (x', ^) dési^nt les coordonnées de M et H', on a 






., ) il ^ a' — x* ^ (g — »)(« — j ) 
1 s' 11* — x'* (o — r)(ffl — I*)' 



et par suite 

MP* : MT- :: BP . B'P : BP' . BT»" C.Q.P.D. 

Bc«e*lpUM de l'dU^wt. 

119. Si nous considérons simultanteient 
l'ellipse 

o*j' + fj? = aV et le cercle x* + j/* -= a' ; 
nous en déduisons pour les ordonnées de ces 
courbes, correspondant k une même abs- 
cisse OP (fig. 73}, 

PH : PN :: * : a,- 

c'est-k-dire que dans VeUipse, les ordonnées 
perpendiculaires au grand axe, sont aux ordon- 
nées eorresponiantes du cercle décrit sur cet axe comme diamètre , comme le petit 
axe est au grand axe. 

Ainsi sur BB' = ia et DD' '■^ tb, décrivons d^x circonférences; pour «ne 
même abscisse OP, PM et PN seront les ordonnées de l'ellipse et du cercle. 
H étant déterminé par KM parallèle â OB. 
En effet, on a 

PM :PN :: OK : ON; 

et comme PN = /a' — a^, OK = * et ON = a, on obtient 

ay^b \/ a' — x' d'où dh/' + ft'ar" = a'f. G. Q. F. D. 

Descriwiob CONTJKtE HE l'ellipse. Une droite de longueur constanU BD-=a+li, 
a ses extrémités constamment sur deux axes rectangiUaires OX etOY -.le point de 
jonction yi des segments, décrit une ellipse dont les axes ia et ib sont sur OX et Oy , 

En effet, (i, y) désignant les coordonnées du point M, par rapport à OX et 
OY, nous avons (fig. 73) 

*'-!,' + BP' (1), 
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et d'autre part, à cause des triangles sem- 
blables BDO et BMP, 

fl : ft :: a: : BP = — ; 
a 

et par suite, en substituant dans (1), 

ay + *»j* = a'b* C. Q. F. D. 

Remarque. Si le point H était eu M' sur le 
prolongement de BH, de telle sorte que 
l'on eut 
BD -> BM' — DM' = a — b = emutanU, 

la courbe serait encore une ellipse , mais avec le grand axe couché sur OY et le 
petit sur OX. 

L'blupse est la projection orthogonale d'un cercle. En effet, concevons un 
cercle formant un angle 7 avec un plan passant par son grand axe; une ordon- 
née y du cercle, perpendiculaire sur cet axe, se projettera suivant une droite 
y' « y COS. (f, également perpendiculaire à cet axe. Donc, l'équation de la pro- 
jection du cercle sera 

COS.' 9 

(a étant le rayon de ta circonférence); et en posant cos. f^b : a,il vient 

a's'* + b'x' = a'ft* C. Q. F. D. 

N. B. La théorie des foyers nous donnera tantôt un nouveau moyen de des- 
cription continue de l'ellipse. 

■«■ teTMW A de» Mrwtttcem. 

l»o. Considérons l'équation de l'elUpse. mise sous la forme 
1 1 

et la fonction focale des courbes du second ordre 

(« — «)• + (?— p)' ~ (fOI + vx + it)* ^ ti; 
nons obtenons, pour déterminer «, ^, fx, v et n, 

i — l^' _ A — Fv _^^p * — ■" ^ 1 

!- C — = n «I = fl 
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Or, la seconde relation exige 

^ *=. ou V a= ; 

donc, en posant ^ =« 0, il vient 

a«4-/5' — 7r«« — 6% «*4"P* — îr" = (v'— ^)a^ jS — et a + vtr-O. 

Ainsi de |3 «= , on déduit déjà que les foyers ne peuvent être situés que sur 
le grand axe de la courbe. De plus , la première et la seconde équation de con- 
dition donnent 

a» — ¥ c* 



v« 



a» a* 



et par suite 

a* — 7r* = — i«, et a+î'^'*©; 
d'où, en éliminant it et remplaçant v par sa valeur. 

Donc, Tellipse possède deux foyers symétriquement située sut son grtmd are 
par rapport au centre, et leur construction géométrique résulte de rintersection 
de cet axe avec la circonférence ayant a pour rayon et pour centre une des extré- 
mités du petit axe de la courbe. 

Pour obtenir maintenant la valeur de n , déterminant la directrice 

uy + var + TT = et ici v.t + tt == ; 
nous devons discuter la relation 

a -H VIT »= 0, 

Or, évidemment pour 

a == 4- c , V et r de signes contraires ; 
. a = — c, y et TU de même signe ; 

et comme 

77 = ± a, 

on reconnaît que 

. c 
a =^ c exige V = i: — avec tt ^^ T a; 

a 

tandis que 

a = — C donne v == i — avec tt = ± a ; 

a 



et par suite la directrice est 



db — j; -F fl = 0, 
a 



DisTAKCxs D'un point di l'bllipsb a sis fi 
pour le foyer de droite ; et pour celui de gauche 

± - X ± o « 0; 



(Kw les deui directrices. 



Les foyers F et P étant construits, on aura 
facilement 

FM = a — — et F^ = fl-|- — ; 
a a 

ces distances doivent être prises potitive- 
ment, comme ne se mesurant sur aucune 
droite fixe ; et par suite (fig. 74) 

FM + FT! — 2a. 

Ainsi , la somme dei distance» d'un point de 
CelHpte à tes foyers est constante, et égale an grand axe. 

Quant k la construction de la directrice, prenons sur OY, OT— «, joigsou TF 
et traçons BK parallèle à TF ; puis rapportant OK fc droite et à gauche de Forigine 
sur BB' ; nous aurons les pieds de ces directrices qui seront LL' et L,L,' paral- 
lèles i l'axe des Y. 

Enfin, il vient encore 

MF : MR :: l/f.' + i.' : 1 :: \ /- : i :: e : a. 



Donc, Us distaTuet d^un point de CelUpie, an foger et à la direetrux correipon- 
dante sont dans le rapport de l'excentricité (nom donn£ ï FT) a» grand «fw. 
Hbmaui'E' Le développement analytique précédent basé aur 

u = exige a > b; 
taodis que 

v 8= demanderait a < b; 

et ce cas ne différerait du précédent qu'en ce que l'axe des X serait celui des Y et 
récnproquemenl. 

TatORfiMB I. 

Un poiiU est bxtëribuh ou intérieur à une ellipse suivant que la somme de ses 
diatances aux foyers est plis cba-nu oh moindre que le grand axe de la courbe. 



m UçON XXIX. - pRoniiTi DUE k APOLLONIUS DE PERGE. 

Ea effet, pour H' extérieur, on a 

PT4' + FM'' > PM + FM ou 2fl; \ 
et, pour an point M" intérieur, > car FTA -|- FM — 3a. 

P^"+PM''< FM + FM ou îo;*) 

THtORSHE II. 

Le demi peUC asee de VeJUp$e est moyen proportûmnel eitirt Ut deux tegmMt 
déterminés par chaque foyer sur le grand axe. 
Eu effet, on a 

BF = OB — OF — a — l/a. — *• ) { 

1' d'où ÎBF.BT-i. C.Q.F.D. 

BT— OB'+OF=:a + l/a'— é.; ) { 

N. B. Cette propriété, simple et géométrique, a servi de point de départ I 
Apouonius de Péage pour démontrer l'eiisteuce des foyers et des directrices. 

ProslAke. 

Quel ett le Heu du point dont la tomme des dùtances à deux points fixes at 
constante et égale à 3a. 

Soient F et T les points fixes et 2c leur 
distance ; on a (fig, 75) 

FM + FTM = 2a, 
M étant un des points du lieu. 

Or, on reconnaît facilement que H' symé- 
trique de M par rapport à FP est aussi un 
point de la ligue cherchée et que par suite FF 
est un axe de symétrie; nous prendrons cette 
droite FF pour axe des X, et une semblable 
considération nous fera choisir U médiatrice normale ï FF pour la droite 
des ordonnées. 

Ceci posé, en désignant par (ir, y) les coordonnées du point M, (c, 0) et(— e,0) 
seront celles des points F et F; nous aurons, pour les équations de génération 
du lieu , 

FM + FM — 2a (1), 

G) (a:_c)* + î(' = FM' et (ar + c)' + y = FM' (G'. 

Donc , en éliminant FM et FM entre {1) et les génératrices circulaires (G) et 
(G'), on obtiendra la fonction demandée. Or, (G) et (ff) donnent, par voie de sous- 
traction, 

PU' — FM'-=4cx ou (FM — FMKFM+FM) = 4cr, 



Desoliption de l'ellipse. 1d3 

d*où, k caiise de (1), 



et p9tr suite 



a 



FM«a+~ et FM==ra_^, 
'a ^ a 



pour les rayons variables des cercIeB (G^ et {Qt). 

Si maintenant nous remplaçons la constante variaUs de (G) ou d^ ifjl) par sa 
valeur, il vient 

ay + («• — c^a* te a» J^ — tf). 

Mais le triangle FMF donne 

FF < FM -h FM ou 2c < 2a et a« — o« «= /^S 

d*où, pour le lieu demandé , 

ay + 6«x* — aV • (cp) > 

c'est-à-dire une ellipse rapportée à ses axes, ayant F et F' pour foyers et dont les 
directrices sont 

«+-=**), J .a;«---.i (gauche. 

} d'où l ] pour le foyer de J 

a — —«0;] [ar== -, ] f droite. 

a ; \ cl- \ 

i 

p«acrlptloB de l'ellipse. 

15^1. I. Par points. C'est la suite des intersections de couples de circonfé- 
rences ayant F et F pour centres et des rayons tels que leur somme soit égale à 2a. 

IL CoNTiNUB. Il suffira de fixer en F et F' les extrémités dun cordeau de Ion- 
gueur 2a et de tendre constamment ce cordeau au moyen d'un style qui , en glis- 
sant, décrira la courbe. 

Paobléme général. 

« 

15^* Déterminer le lieu du point dans le rapport des distances à un point et 
à une droite donnés, soit constant cm :: m : n. 

Soienl F et DD' le point et la droite donnés, d leur distance et M un point du 
lieu demandé. 
D'abord M' symétrique de M par rapport à FH perpendiculaire à DD' 

sera également un point du lieu. Ensuite, si nous divisons FH en deux par- 

dm dn 

ties FB = et HB «« entre elles :: m : w, le point B appartiendra 

I» -|r n m -i- n 

encora à la courbe cherchée ; aussi prendrons-nous FH et sa perpendiculaire BY 

pour axes coordonnés. 

2S 



m Leçon XXIX. — Génébatiob coimuNE *iix trois courbes du secos» ordre. 

Ceci posé, <x, y] étant les coordonnées du 
point M, nous avons (6g. 76.) 



par suite 



d'où 
n'h)* + {n* — m») x* — 2dmi«! = (<p). 
£' Ainsi Ut courbe est du second ordre et (S 103) tem elliptiqdb, paubououb au 
HypBRBOUQUB tuivatit qw l'on aura 

< 

> 

de plus, l'origine B des coordonnées est un sommet. 
SimjdifiaUûm de (ç). L'hypothèse m ^= n donne 
i/« = 2Ar (P). 
parabole ayant 2d pour paramètre. 
Quant ï m n, nous aurons, pour déterminer le centre, 
y = et (n* — m*) X — dmn = ; 
et en y transportant l'origine, c'est-ànlire en changeant 
\ .' dmn 

* + :; — z;- 



il vient, toute réduction faite. 

Enfin, en posant dans (9') successivement y => et x = on aurait les lon- 
gueurs des axes de la courbe; seulement pour 1» > n, celui dirigé suivant la 
droite des Y serait imaginaire, car {<f ) est alors une hyperbole. 

1S3. Rexarque. La propriété géométrique citée par Apollonius, pour défi- 
nir les foyers, n'est pas assez saillante pour la regarder comme principale; d'un 
autre cAté, la définition d'ËULEH, même généralisée par.BnET, est d'un caractère 
trop numérique : aussi est-il préférable de considérer les foyers et les directrices 
comme formant un seul ensemble dont le problème général précédent constitue 
l'énoncé. 
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:• Voici quelques questions se rapportant aux foyers et aux directrices de 
l'ellipse. 

Théorème I. 

La oirie in titrèaitéi de deox nytii veitetn, passait par le feyer d'ue ellipse, eonpe la directriee de ee feyer 
•s a piiit di U kissestrice de l'aifle fomé par Tu des rayms leeUiirs et le prelengeoMst de l'aotre. 



Leçon \XX. — AppLlCATto^s sur les foieks et les DUtzcnices. 



En effet, F et DIV étuit le foyer et U diraotrice 
de l'ellipse MN, noue anroDi (flg. T7.) 



Mais NR étant pai-alléle A MS, on -i. 
MS : NR :: MT : NT (2) ; 

et, par BuitedsB proportions (l)et (2), onohtient 

MF : NF :: MT : NT. 



Donc le point T appartient bien à la bisBectrice de l'angle NFK. 
N, B, Celle propriété etl commune à ïhyperboU el d ta p 



tsntnilra la Mirté U tutti ordre , Mnntfi'ut n h^n al lf*ti le lu ftiiU (fl|. Tl). 

Soient P, M, N et Rie 
foyer et lei points donnés : 
la corde MN et la bissec- 
trice de l'angle NFI déter- 
minent en se coupant nn 
peint T de la directrice 
Diy. De tnéme, la corde 
NR et la bissectrice de 
NFI' donnent un secoad 
point T de DD', laquelle 
est ainsi (liée. 
En traçant PX perpendi- 
culaire k DIV, nous<aarons l'axe de la courbe ; et suivant que l'on aura 

NF : NS « 1 , 
> 

la courbe sera Mplique, parabotUfue on kyperbolUfut. 
Si la courbe est à centre , on a facUement , C étant ce point , 

CK. CF = CO'. 
d'ob, on déduit 

KO* 

*^''"kô=ôf- 

Cette valeur de CK indique que U centre eil à droite , à l'infini on à gauche de bi 
directrice suivant que la courbe est une ellipse, vue parabole ou une hyperbole. 

3» SOLUTION. Cherchons d'abord ; le lieu du second koter d'une rllipse admettant 
UN rovER DONNA ET pabSjint par deux points donnés. 
Soient M , M' et F les pointe et le foyer donnés, et F' le second foyer; noua ayons 
FM + FM = 1 ( ) 

F^'+FM'=r'^'""" d'où F^ — PM'-.FM' — FM; 



H LES FOYERS BT LES DIUCTRICE^. IfTI 

c'eit-à-dire que : ce lieu ett celui du point iont la 
différence des ttiitancetaux poinlt îâetM'eit eom- 

tante; et nous reconoaltrona pins tard que c'est 
une byparbole ayant MM', pour excenlricité et le 
point 0, milieu de cette droite, pour ceutre. 

Ainsi le B«cond foyer du problème précédent aéra 

déterminé par l'interEection de troU hyperboles 
ayiuit pour foyers les combinaisons deux à deux 
des trois points M , N et R et passant par celui des 
trois qui n'est point un foyer. 



lui «M eDi|u l'nfh Israé fv u tijn tnImc fiuut pt U hj« IL U pnMt mnht k Vu* 
ta l*iin. fa YnutÊHi h nth lactni, i fm UimcItIh li lititt jrigint mH* utttaUè i l'lit«r- 
M«lj» it 11 tagntt n muut itm U dnit* JH(iiit U I*i«r u joiit al U inllUi Mi|t U llnMiiM. 



MFiMR :i tniR, ] I „_ _„ _„ ,,. 

do* MF:MR::BF:BH 1. 
BF:BH;:m:n,\ / 

Mais , BO parallèle à HR donne 

BF:BH ;: FO : OR; 

et par suite, de U proportion (1), 

MF : MR :: FO : OR. 

Donc HO est bien la bissectrice de FMR. 
N. B. Cette projrnéti appartient également aux deux autres courbes du second ordre. 

Problëne u. 
iHuln n uni lui im lUtpu. 

Soient 

l'ellipM rapportée à ae< azei et (z*, ^ lei coor- 
données d'nn des sommeti M du carré inscrit 
MM' M" M"'; nous aurons évidemment (flg. 81.] 

j/=a:' et aY» + i'x^ = a»M. 

Or, ces deoi lien en (xf, y') donnent par leôr 
intersection ce point M , et ne août antre éhoM 
que la bissectrice de l'angle TOX et l'ellipad elle- 
mâme. 

Quant i U surlïtcA du carré : oo a, en éllmt- 



Leco> XXX. — De la tangbbtb a lrlupsr. 
ab 



J= — — 



4a»ft* 



lae». Désignons par (ar", }/) les coordonnées du point de contact dune tan- 
gente a l'ellipse; nous aurons, « étant la direction de celte droite, 
y — )/ = »{x~x'). 

Or, toute sécante passant par le point de tangence donne, (i", y") étant le second 
point d'intersection, 

a*ï" + *'^ = a'ft* el a* y"* + ft* aT» = a« *» . 
d"où, en retranchant membre h membre, 

a^ ly"^ — f*) + b* {X'* - a^) = 0; 
fit par suite, pour la direction de cette sécante, 

S'-f b* W + ic") 

X- — a:" a* iy- + y")' 

Donc, si nous posons x" — x' et y" =^y', cette direction devient celle de la 
tangente : ainsi 

— _ ^ 
a* y" 
d'oii , pour cette droite . 

et, en cherchant la forme entière el réduisant, 

a'-yy + b^xjf =^a.*b* (T). 

■«Htoakoa de la t«MgcBte amr le* axe* de l'alllf «. 

lao. Si nous considérons la formule 
b*x- 
a' y" 
on obtient, pour le point M allant de A en B. 
depuis — ao jusque 0, car ^ crott de à ^ 
et x' diminue de a k 0, et par suite l'angle 
MTX varie de 90" i 180" : de B vers A'. 
l'inclinaison de la tangente sur OX augmente 
de 0* à 90°, l'angle MTX étant constammeni 
aigu ; e( ainsi de suite. Donc , aux exlrénUtés 



Position des points de la tangente a l'ellipse. 499 

de$ axes de VelUpse, la tangente et k diamètre du point de contact sont perpendi- 
cukires; et en ces points seuls, cela existe. 

Eo effet, désignons par V Fangle formé par une tangente et le diamètre du 
point de contact , nous avons 

-- a — S 

tg.Vc 



Or 



d'où 



tg.v 



1 -i-aa' 



et, comme on a 
on obtient 



a«y'« + *'a^« = a«ft» et a« — *« = c«, 

— a« *• 



et par suite 

tg. V = 00 , 

pour y' == ou aï' = 0; c'est-à-dire pour les extrémités des axes. G. Q. F. D. 

i 
Théorème I. 

Les points de la, tangente à Vellipse, à C exception du point de contact, sont 
extérieurs à la courbe. 

Gela revient à démontrer que Ion a 

a«»« + ft«a;« — a«fr* > 0, 

pour un point quelconque (x\ y') de la droite 

a^yy' + b^xx^^ a^b^ (T). 

En effet , le point (xf, y') étant sur Tellipse , nous avons 

d*où , en retranchant de cette égalité le double de (T) , 

a» (y'« — iyy') + b* (s!^ — ixs!) «= — a» *«, 
et , en complétant les carrés , 

«*(»' — y)* + *• (a?' — «)* « a« »* + t« x^ — a« ^». G. Q. F. D. 

Théorème II. 

Les tangentes aux extrémités dkun diamètre de Vellipsey sont parallèles. 
En effet, Tellipse rapportée a ses axes 

a* y* + ^* ar« = fl« b^ 
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donne , pour la direction de la tangeùto au point (x', y') , 

^ 

et comme ( — x\ — y') est évidemment , à cause du système d'axes coordonnés, 
Tautre extrémité du diamètre du contact » 



a«(_y') a«y 

Théorème III. 



«a... C.Q.F.D. 



Dans reUipse, le produit des directions^ par rapport à un axe de la courbe, d^uat 
tangente et du diamètre du point de contact^ est constant. 

En effet, ces droites ont pour directions 

b'x' ' . y' 

d*où, en multipliant par ordre 

«a - — ^! C.Q.F.D. 

Théorème IV. 

La sous-tangente de VelUpse, par rapport à un axe de cette courbe, ne dépend 
que de cet axe. 

D'abord on désigne sous le nom de sous-tangente, par rapport à un axe, la 
projection, sur cet axe, de la portion de tangente comprise entre le point de contact 
et celui de ^intersection de ces droites. 

Ceci posé , nous avons 

pour Tabscisse à Forigine de la tangente, 



et par suite 



fl» — x'* 
sous-tangente = a; — aï' = ; — . . . . C. Q. F. D. 



Oïl obtiendrait de même, par rapport au second axe, 



sous-tangente =» y — y' = 



y 



TaDCENTE a I.'ELLtPSI PAR UN POINT EXTËMIUtt. 9(M 

isy. La sous-tangcnte sur l'axe Sa étant 
indépendante de ib , elle sera la même pour 
tb = Sa ; c'est-à-dire pour la circonférence 
décrite sur AA' comme diamètre : donc en 
prolongeant l'ordonnée PM du point de con- 
tact M jusqu'à la circonférence AD en N, la 
tangente NT à cette ligne donnera le pied T 
de la tangente en M à l'ellipse ; d'ob TH. 

T*as«Bt« p*r ■« palat e»tériewr. 

19». l" MÉTHODE. Soient (x". f) le point donné et (ar", y') les coordonnées 
inconnues du point de oontact; nous avons 

à*yu + t'-c** = «'*' (T) 
pour la tangente. 

Or, (T) passant par le point {x", y"), on a 

aYy- + Wc'V = a*6* (1) ; 

et, pour exprimer que le point {x\ y) est sur l'ellipse 

oV* + t'a:"* = a*b* (2). 

Ces équations donnent 

o'(6*a:" ± y" i^aY*+ b^x"*— d'b*) . fe'(cV'TJ:'VaV"*+fcV '*— a'^) 

^~ aV'* + *V'* et y- a*y"* + b^if'* 

Ces valeurs font reconnaître immédiatement que la tangente sera dovbU, puis- 
que la position du point (x", y") implique 

aV* + t'i"' — a*b* > 0. 
Si le point donné était sur la courbe , on aurait 

x' = a:" et s' = y" ; 
c'est-à-dire une seule tangente. 

Enfin (z", y") étant intérieur à l'ellipse, de 

aV* + frV" — a*ft* < 0: 

on déduit que 3! et y' sont imaginaires et qu'il n'y a pas de tangente. 

S*** MÉTHODE. Elle consiste dans l'emploi de la théorie de la corde des contacts 
et nous l'appliquerons ultérieurement à une des deux autres courbes du second 
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ordre qui admettent les mêmes développements analytiques que la première mé- 
thode. 

Tangente parallèle A nne droite donnée. 

199 ^^» Il est souvent utile de pouvoir écrire spontanément Téquation d une 
tangente à Tellipse et parallèle à une droite donnée. Or, en posant 

y 'T^mx + n 

))Our réquation de cette droite; et, en exprimant que cette ligne coupe 

en deux points confondus en un seul , le lecteur obtiendra fecilement 

n=^ ± \/a-m^ + b* ; 
donc 



y ^ mx ± Va^nC* + b* 
sera la fonction demandée. 



De lo normale. 



»• Nous aurons pour la normale, (x\ y) étant le point de contact de U 
tangente, 

y — y'^a'(X — X'). 

Or, les axes coordonnés étant rectangulaires , on a 

1 y' ,„ , «y 

«==. — -=—- ou «=-— ; 

x! 
d'où 

!/-î/'--^(^-^') (N). 

De la ftonn-nonnale. 

130. La sous-normale y sur un des axes de la courbe^ est la projection^ sur 
cet axe, de la partie de la normale comprise entre le point de contact et son inter- 
section avec cet axe. 

Donc, si dans (N) nous posons 

il vient 

i 

abscisse à Vorigine (te (N) =• o^ ■. — x' ; 

fl* a^ 

d'où 

sous-normale sur 2a = x' x' ■» — x\ 

a» a' 
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On aurait de même 

a» 
sous-normale surib'^^ -r J^. 



Si maintenant nous considérons spécialement la sous-normale sur Taxe ia , on 
obtient, en posant x' *== ± a, 

b* 

maximum numérique de sous-normale »= — ; 

a 

et 

maximum numérique de jf «= — < c ; 

fl* a 

c est-à-dire que Fintersection de la normale avec Taxe 2a est toujours située entre 
les foyers , et que la sous-normale maximum sur cet axe vaut : la demi-corde du 
foyer, perpendiculaire à cet axe. 

Normale |^r aii pofakt ^|««leoBi|ac. 

131. Soit (3if\ ^') le point donné; nous aurons, pour déterminer le point 
{af^ y) d'intersection de la normale avec lellipse (point appelé pied de la normale), 

ay* + fr V* =- fl^ft» et f — y' = ^jaf'—x'), 

b*x 

Or, de ces lieux en (x\ yO» 1^ premier est Tellipse et le second qui peut s'écrii*e, 
après développement et réduction, 

c^sfyf — a^jfy + *y V = (H) 

est une hyperbole équUatère (les axes coordonnés étant rectangulaires) qui passe 
par le centre (ici lorigine) et par le point donné (x", y^. 

Ainsi, il pourra être tracé, en général, quatre normales du point (x", y") ; et pour 
le cas où ce point serait sur Uun des axes, on pourra encore en tirer quatre, mais 
deux seront taxe transverse : en effet, y" -= réduit l'hyperbole à ses asymptotes, 
puisque Tâjuation (H) se transforme en 

1/ (cV — flVO « 0. 



lo On a nne série d'ellipses concentriques semblables et dont les axes homologues sont 
dirigés suivant les mêmes droites. Quel est le lien des points de contact des tangentes à 
ces ellipses et menées par un point donné? 

29 Étant donnés deux carrés ABGD et abcd conoentriques et tels que les côtés du carré 
intérieur soit parallèles aux diagonales de Tautre; on demande de circonscrire au petit 
carré, une ellipse qui soit inscrite au plus grand. 

3p Inscrire une ellipse dans un triangle donné, et passant par deux points également 
donnés? 
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4(> La droite y = -- 4x-\-l est-elle normale À l'ellipse 

2î/« — 4a;y + ic» — 2y — x + 1 — 0? 

50 Déterminer A de telle sorte que 

xy [- X^O 
soit tangent à l'ellipse 

Gp Un angle constant V, dont le sommet est au foyer de gauche d'une ellipse, tourne 
autour de ce sommet; quel est le lieu de l'intersection des projetantes sur les côtés de 
l'angle, des points où ces mêmes côtés renconfSrent l'ellipse. 

70 A partir d'un point quelconque de l'ellipse on porte sur la normale de ce point une 
longueur égale à At* : p, k étant une constante et p la distance du centre à la tangente ; 
quel est le lieu de l'extrémité de cette droite? 



§x. 
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oBfalalreo eatre la tangente * l'ell^pae» la aanMale et leo 
▼eeteani menée dn foyer ai 



Les théories qui vont être exposées dans ces deux leçons, sont impor- 
tantes au double point de vue de la construction des courbes du second ordre ei 
de leur ^de comparative. 

Théorème. 

La normale de fellipse est bissectrice de V angle formé par les rayons vecteurs, 
menés du foyer à un point de la courbe. 
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Soit (£',.vO un pointM de l'ellipse rap- 
portée à ses axes; nous aurons (fig. $4] 

ft**" «■ — c a; ^c 

pour les directions de la normale HS 
et des rayons vecteurs FM, FM; d'où, 
en désignant par V et V les ai^es 
SMF et SMF, il vient, quelques ré- 
ductions s'effectuant par les relations 
aiyi _j. ffigfi _ a»6» et ffl» _ 6» = c', 
Ji ^' 



te V=^?L-ÎJ±1 (a^— 6«| ■tV+g'cy' _cy'(a'+cg;) cj(' 



. ttV aV'+(''i''-f-i'c*' Ho»+c*') ""5^ ' 



donc 

V=V'. CaF.D. 

CoROLLUHE. Les rayons vecteurs menés des foyers au point de contact £une 
tangente à VeBipse, sont également inclinés sur les parties opposées de cette droite. 

En effet, les angles FMT et FMT' sont complOmetilaires des angles V et V. 

,'^CwM«r«etlon, «a mmy*^ «m tayvtm, de ■« tangente en nn point de l-»mpM. 

133. 1" MODE. Soient F, F et M {fig. 85) 
les foyers et le point de contact donnés, la per- 
pendiculaire MI à la bissectrice MS de l'angle 
FMF sera la tangente demandée ; car MS est 
normale au point M. 

2" MOUE. Prolongeons le rayon vecteur FM 
de MK as FM, la perpendiculaire MI sur FK 
sera la droite cherchée. 
En effet, le triangle isocèle FMK donne 
FMI = KMI, ï 
de plusi'comme opposés par le sommet. [ donc FMI = FMI'; 

IMK = FMI'. ) 



Projiction nu rovni de l'ellipse sur l\ tancbste. W 

et par suite du corollaire précédent, MI est bien la tangente. 

Du reste, il est facile de démontrer ; que chaque point de la droite MI, ainsi 
construite, est en dehors de Vellipse. 

Car r étant un point autre que le point de contact, on a, en traçant PT, 
IF et I K. 

Pr + rR>F'R. mais l'K = IT et MK-=FM; 
donc 

n' + FI'>F^ + FM ou 2ffl. C.Q.F.D. 

UcM d« Im projeellan dca fo jcr« de l'elllpa« anr la taagente * e«tt« «oarbe. 

134. Solution cëomèthiqub. Soit 
TM une tangente quelconque à l'ellipse, 
et f la projection du foyer F sur cette 
droite (lig. 86). 

Le rayon vecteur F'H du second foyei- 
rencontrera Y{ en un point F,, symé- 
trique de F par rapport à la tangente; 
car le triangle FHF, est évidemment 
isocèle. De plus, le point f est le milieu 

de la base FF, donc 

20^= FT,. 

F-F; -= FM + MF — 2a, 

20/^=. 2a ou Vif=a. 
Ainsi le lieu demandé est la eireonférence décrite sur le grand aax 2a comjne 
diamètre. 

SoLOTlOK ASALTTiQUE. Soit («', y") un point quelconque de la directricf elliptique 

ay + b*x* = a'6' (D). 
Nous avons pour premiËrc génératrice du lieu 

a^ + b'X3^ ~ a'b* (G); 
c'est-à-dire la tangente au point (x", y'). Quant à la seconde génératrice, elle est la 
projetante du foyer F sur la première, ou 

y -°^A' -')■■■ (Cr 
Enfin . la condition qui règle le mouvement du point (s' jf*) , est 
a* ^* + b* ^' «■ a* b* (1); 
car le point se trouve sur (D). 



Mais 
donr 
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Ainsi (VP leçon), lout se réduit à éliminer les constantes varublbs x'ety' 
entre (G). (G") et (1) : or, (G) et (G') donnent 

y = - -■ et X ™ — -^ —-. 

S* + f — cx y" + x' — cx 

d'où , en substituant dans (1) , il vient successivement , 

6* y' + a' {j — c)i = (y- + X' — ex)', 
y* + y' [ix {X ~ c) ~ b'] + {X — cy Ix' — a') = 0: 
et, comme fr' = a- — c, on a 

2a: (X — c) — fr- = (x — c)' + {x- — a'). 
Donc 

r + y'[{x~ c)' -(. (j:* _ n') 1 + (* - c)' («• - <i') - , 

y'[j,-4.(x — c)*] + ff*(x" — «■)+(« — c)M«' — «')-0, 

ï' [y + (i — c)' ]+ (x* -••)[»• + («-«)■] «0, 

[ y + (i -c)' ] [y + x" — a'] - 0. 

Or, la solution 

y. + (ar — c)' — 
caractérisant le foyer, doit évidemment être rejetée, et il ne r««le que 

S'-fx' — a' = ou «• + y«— «'... (^); 
c'est-ï-dire io circonférence décrite sur l'axe des foyers. C. Q. F. D. 

loa de la taofiente A l'eUlpM p«jr mr |>olnt Mtérlear 



laCI. Du point T donné comme centre et avec TF (fig. 87} comme rayon , 
décrivons une circonférence; puis de 
l'autre foyer P' avec 2a traçons une 
seconde circonférence. 

Or, nous avons, d'après la position 
deT, 

FT + FT >2(i, 
donc 

FT > 2a — TF ; 

ou , la diMance des centres des deux cercles plus grande que la différence de leurs 
rayon». 

De plus, le point T fut-il même sur l'axe des foyers. 

FT < P'F + FT e( à fortiori FT < 2a -f FT . 
c'est-à-dire la distance des centres moindre que la somme des rayons. 

Donc ces circonférences se coupent en K et K' : traçons F'K et l'intersection M 
de cette droite avec l'ellipse, sera le point de contact de la tangente TM. 
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En effet, il résulte de TK = TF et de MF = MK (car MF + MF = 2a =. FM 
+ MK) que TM est perpendiculaire à la base FR du triangle isocèle FMR ; et 
comme des angles égaux RMT et TMF d'une part et de KMT = IMF d'autre 
part, on déduit 

FMT « IMF ; 

donc, TM est bien tangente en M. Du reste, on obtient le même résultat en re- 
marquant que pour un point I de TM, autre que M, on a, en traçant IF, IF' 
etIK, 

IF + IF « IK + IF > FK ou 2fl, 

c est-à-dire que le point I est extérieur à Fellipse, ainsi que tous les autres. C.Q.F.D. 
ScouBS I. D^un point extérieur à rellipse on petU tracer deux tangentes. 

II. Si le point T était sur la courbe , on aurait 

TF + TF = 2a; 

c'est-à-dire que les deux circonférences précédentes seraient tangentes intérieure- 
ment et il n'y aurait plus qu'une seule tangente. 

III. Enfin, lorsque le point T est intérieur k la courbe, 

FT -f TF < 2a ou FT < 2a — TF, 
alors les deux cercles sont intérieurs et on ne pourra tracer aucune tangente. 

ApplIcAttona développées. 

133* Voici quelques applications sur les théories précédentes. 

Théorème I. 

U netofle des tfitttOM des foym d'ina dli|M à me de im tnfeitei Tiit le earré di deai-petit aie. 

Nous avons pour la tangente en (x', yO 

a*yy^ + *'^ ■=• <*'*' ou a'yj^' + *'^ — û*^* "* ; 
d'où, pour ses distances aux foyers {c, a) et ( — c, o), 

6» {ex' — a^) — ft» (ex' + fl«) 



et par suite 






Or, de 



on déduit iàcUement, à cause de a* — ^* « c*, 

flV* + b'x'^ *= *' [«* — {«* — *') ^T =* b* («* — c*^; 

27 
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d'où, eu inbetituant dsi» (1) et apréa simplificatioD, 

p . p' - fr«. C. Q. P. D. 

N. B. Ce théorème eat commua A l'hjrperbole. 

Thëorème II. 

b |W|wiliililw Mw*i ta UI*T«runin'nfUiriitilitl*NitMd'iHUi|M« ll'dUpt.Mpi niu 
toiièn MU «1 u piiil illiiivli linetfiN 4i byw nuUM (fif . tS). 

En effet, dodi avons, pour la tangeate (u M, 

oVy' + fr*XX' = o*ô'; 

et, pour la perpendicnlaire FI au rayon vecteur PH, 

Jf — C 



Or, en âliminanj y outre cea dans fonctioni, on a 
X [{a* — 6») x' — a*c] =«•[«:'-■ {b* + c*)] ; 
mala, a* — ft" -= c' donnant a' = È' + c*, il riant 
ï (c*i' — a*e) = a« {ca:' — a»), 
i'où 

a: = ~. C.Q.F.D. 

N. B. Cette propriété appartient également A la paralmle et A l'hyperbole. 
PROTILÈIKE I. 

Cmtniri l'dlirH tot n anult : u t«jn, U AcMlriM ecRHftUiiU et u* tnfiitt (Df. H). 

Soient F, T>Tf et T^P le toyer et lea droi- 
tes donnés : d'abord la rayon vectenr FM 
perpendicnlaire & la droite FI (Th. précé- 
dent) délermino la point da contact de la 
tangente; et par suite la normale MS fixe le 
rayon vecteur F'M du second foyer, par 
l'angle rMF' = TMF; at rintemeotion P 
de F'M avec FH, perpendiculaire à la direc- 
tricoDD', donne le second foyer et parsuit» 
le centre O de l'ellipse. 

D'un antre cdté, la projection ^du foyer 
F sur la tangente étant un point de U cir- 
contérence décrite sur la grand axe comme diamètre, o/'est ce demi-grand axe; d'où lea 
■ommetaAet A.'. 

Enfin, les extrémités B et B' du petit axa ^'obtiendront facilamaut, c^* il" BOQt éloigné* 
du toyer F ou I" de Of. 
Aiosi la courbe peut mainteiuuit être tracée, puisque l'on connaît ses axei en grandeur 
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Ji. B. Noua vetToiu pins tard que ai la diapositioQ dea donnéM de la qaMtion 
ntdSqvait 

OV>or ou mrparaUéhàn 
la conrba aérait une hyperbole on une parabole. 



Soient P, F et TT lea {bjera et la tan- 
gente donnés : D'abord le centre asra 
celui de FF*; enanite /"aymétrique de F par 
rapport & TT', joint £ ¥' donnera le point 
M de contact de la tangente TT'; et la dis- 
tance 01 du centre à la projectien de F sur 
1*1* sera le demi-grand aie. 

Ainsi la courbe peut se construire coninie 
dans le problème précédent. 

N. B. Le lieu aérait une hyperbole ai lea 
position^ géomâtriquaa des éléments dotméa 
étaient t«lleB que l'on eut 
OF > 01. 

Problème ni. 
fantnin l'aUifw MUiiunt : u Itjw, i«u tufiiM «t I* llnatlH la l'u 1h iiai (0|. )l). 

Soient F, T, T le foyer et lea tangentea^ 
et KK' la direction du grand axe; en tra- 
çant PK parallèle & KK', nona obtenons 
l'axe dea foysfa; poia lea projection! 1 et I' 
du Toyer P déterminent une corde II' du 
cercle décrit sar le grand axe comme dia- 
mètre, d'où on déduit facilement le centre 
C et par suite le second foyer F' et le demi- 
grand axe CI. 

Ainsi llellipse est complètement déter- 
minée, du reste une constmction simple, 
indiquée sur la figure, fixe les pointa de 
contact des tangentes T et T. 

N. B. La oonrbe aérait une parabole ai la mMiatrice peis»endiculaire à la corde II' ae 
trouvait parallèle & PX, et une hyperbole ai on avait 
• CF > CI. 

Prdblëne IV. 
BriiMiitts il nrri 1 M lUii** it Utamiur u nrim (lt|. 91). 

Soit II'I'I"' le carré demandé et (.c', j^) te point de contact d'un dea cfttés, II' par 
exemple, dont l'équation sera 
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Or, lei coordonnée A l'origine da c«tto 
droite devant âtr« égales, comme demi- 
diagonalea do carré , on a 

a* b* i» 

c'est-A-dire une droite donnant le point do 
contact K, par son intersection avec l'el- 
Ifpse 

a*y'' + b*x'* ~^ a-'b* (G"). 

Mailla construction de cette droite étant 
assez compliquée, nous allons la remplacer par l'ordonnée KP déterminée par ;c'; i c«t 
effet, éliminons ^ entre (O) et (0'), il vient 



i : a :: a : s!. 



l/-^r+ï. BD 

t>oiic,fprenoDB snr DB , one partie DS -■ a , RSP perpendienlaire & 01 sera PK, car on a 

DB:DS::OB:OP on BD:a::a:OP; 

c'èst-à-dire OP -= 3^. C. Q, F. D. 

Le point K étant construit, le rest« s'achéTeùtcilement.Quant AlaBurbceducarré,ona 



01 = 

d'oft 

carré circoTUcril à l'ellipse ^ 2 {a* + b*). 

ScoLii. En comparant cette surface à celle du carré inscrit, on a 

carré circomcril ; carréinscrit :: (a* + bf : Sa-ft*. 

Problème V. 

gui ot le lin il flsl ù 11 lomlg , ibiiiièa du f«iit lilii iir h fetll ui TiriiUs i'oi alUfu 
lut II taai u» nt «utut î 

9oit Za l'axe constant dirigé suivant OX.et S? l'ue variable coïncidant avec OY ; l'el- 
lipse vAiable aura ponr équation 

ay + |3V = «*p* (D). 

Si maint«nant (o, b) sont iea coordonnées dn point donné , (x*, jf*) celles du pied da la 
normale; nous aurons, 

w" «-'-^^ 

pour la direction de la normale et cette droite elle-même; de plus, cette droite devant 

passer par {af, jrO < >' vient 

«V 
./ k ?_ in\ 
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pour une génératrice du point cherché. 
Enfin , le pied de la génératrice étant sur (D), on a 

fl V + |3 V* «= a«(3* (G'); 

et par suite rélimination de la constante variable fi entre (Q) et (GK) donnera l'équation du 
lien demandé. 
Or, (G') peut s'écrire 

a V* « ^» (a» — Xf^ ; 
d'où, en combinant avec (G) par voie de multiplication , 

Discussion. Le facteur a'j^, donnant la solution analytique 

indique Taxe des X; mais cette solution est évidemment étrangère et, après avoir ôté ce 
focteur, il resta 

on 



(b\* b* 



(<P)- 



Ainsi le lieu est une circonférence ayant pour centre le milieu de la distance du centre 
de C ellipse au point donné et passant par les extrémités du grand axe commun. 

N. B. Ce lieu (7) serait le même si on remplaçait l'ellipse directrice (D) par une 
hyperbole. 

PRObLÈME VI. 

iéttniur 1« lira 4i lenuiet d'ii asgle tmi dont 1m cAtte soit tugrati i u« ellipM douée. 

Soient 

E) flV+ft»a?» = aV et y — ^=^m(x — a) (D, 

les équations de l'ellipse et d'une droite passant par le point (s, B) du lieu demandé. 

La droite (D) sera une génératrice du lieu , si nous exprimons que l'équation résultant 
de rélimination de y entre (E) et (D) donne des valeurs égales pour x; or, cette équation 
étant 

(a'm» 4- *•) Jî' + 2a*w* (P — ma) x + a« [(/3 — ma)« — t«] = 0, 
on en déduit, pour la condition de racines égales, 

(a» — a^m^ + ittpm + fr* — p» « (1). 
Mais les valeurs de m, étant les directions des génératrices (D), exigent 

m'm" =- — 1, 
puisque les tangentes sont rectangulaires entre elles; donc 

^» — P« 



m' ni' « 



a» — a*' 
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par une propriété de constitution de l'équation da second Aegré; et par BDit« 

a* — a* 
on 

«• + |3* = <(• + b* (ç); 

c'eat-A-dira la circonférence eirconscrile ait rectangle des axe*. 
N. B. Ce problème, déjà établi poui- les trois courbes du second ordre, donne 

=» + (3" = 0' — b* 

lorsque l'ellipse (E| se change en hyperbole, et son existence impliqua 

1 > *; I 

et (f ) devient un point si l'hyperbole est éqiàlaUre. 

PROBLËME VII. 

UtRhK 1( tiei ta HmBil d'il »gi( <«t lu tiu», tufnti 1 h* 4I1)m, Mltraiial nt mit I* nMmI tn- 
gratt 1 iH ntn «UipM wiaaitiifu tl <oit 1m an Hlicidnl n fMlUn net wu la It fimièra. 

Les pointa remarquables du lieu aODt ' 

inimédiat«ment B", C", D" et B" détenoi- 
nét par les cordes de la grande ellipse «t 
tangentes aux sommets de la petite. 

Soit maintanant Q Q' une corde quelcon- 
que tangente à l'ellipse BDCE, elle fixa 
ta position de deux tangentes HQ et HQ* 
A la courbe B'D'C'E'; et par snite un point j 

M (a, fj) du lieu. I 

Ceci posé, soient ! 

E) fly + i'j:» = flV et a'Y + b-^x* = a'^b'* (E' j 

les ellipses directrices; nous aurons i 

"'Vv' + ^'^ ^= *'**' 
pour une génératrice MQ' du lieu et, comme cette droite doit passer par le point (i, p), i 

il Tient 

ffli(5î,' + ft'iax' = o'V ou a^(3ï + b'^ax = o'**'» (1) 

ponr la corda des contacts QQ'. 

Or, la droite (1) devant être tangente â (E), l'élimination de y entre leura équatîoiiB 
devra donner pour x des Talenrs égales. Pour faciliter ce calcul, écrivons (1) de la ma- 
nière suivante 

y = CX-\-d, 
on obtient 

(a''^ + ft») a;* + 2tt»c«te + a» (d* — *•) = ; 
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6t par suite , à cause de la nature des valeurs de x, 

aic«+ t« — rf« = 0, 
d*où, en remplaçant c et d par leurs yaleurs, 

Ainsi le lieu est une ellipse concentrique aux proposées et dont les axes se superposent 
à ceux de (£) et de (£0. 
ScoLiKs I. Si (E) et (EO sont semblables, (^) leur sera également semblable. 

II. Lorsque (EO sera une hyperbole, (9) ne subira aucune altération. 

En effet, ce changement s'opérera en remplaçant 6'* par — ^*, alors on obtient 

o'**«/3« + y Va» = a%'* C. Q. F. D. 

III. Lorsque (E) est une hyperbole, on obtient, en changeant b* en — ^■, 

a'<*«/3« — b'*a^a? = — a'^6'* (9') 

c est-à-dire une hyperbole. 

IV. Enfin (E) et (E') étant hyperboliques, on obtient encore (y) semblable aux hyper- 
boles directrices si ces dernières sont semblables. 



l^ La projection de la portion de la normale, comprise entre le point de contact et le 
grand axe, sur l'un des rayons vecteurs, vaut le demi paramètre. 

2^ Par le milieu de la distance des centres de deux cercles égaux, on trace une sécante 
quelconque. Quel est le lieu de l'intersection des rayons menés aux points où cette sécante 
coupoles deux circonférences? 

90 Deux angles constants tournent autour de leurs sommets, deux de leurs côtés se cou- 
pent sur une droite donnée; quel est le lieu de Tintersection des deux autres T 
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Des diamètres. 

13T. Si nous appliquons à Téquation aux axes de Tellipse , une des théories 
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de la détermination des diamètres ; nous aurons 

pour le diamètre d*un système de cordes parallèles, ayant m pour direction. 

Ainsi , nous retrouvons ce théorème général : les diamètres de ïeUipse sont des 
droites et passent par le centre. 

Réciproqubiient , toute droite menée par le centre iune ellipse est un diamètre. 
En effet, si i est la direction de cette droite, on aura 

(î = r- OU m -" — 



aHn a*$ 

m 

pour la direction du système des cordes parallèles ayant cette droite pour dia- 
mètre. 

Théorème I. 

Dans une ellipse, le produit des directions , par rapport à un axe, Sun diamètre 
et de sa corde conjuguée, est constant. 

En effet , m étant la direction de la corde et i celle du diamètre , on a 

i ^ — d'où ma «= — --. 

ahn a' 

Théorème IL' 

Les cordes conjuguées iun diamètre de VeUipse sont parallèles aux tangentes 
menées aux extrémités de ce diamètre. 

En effet, a étant la direction de la tangente à Textrémité d'un diamètre, on 

obtient 

ft» . . *• 

-- mais ma «« — -;, 

a* a* 



«0 «a» — -: mais md «« — —. 
Donc 



m — a. C.Q.F.D. 

Si nous considérons un second diamètre ayant m pour direction , sa 
corde conjuguée sera 

a^ 

ou sera parallèle au premier diamètre ; donc , ces diamètres seront conjugués, 
puisque chacun divise en deux parties égales les cordes parallèles à l'autre. 

28 
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Théorème. 

Le produit des directions^ par rapport à un axe^ de deux diamètres conjugués 
de VeUipsey est constant. 

En effet, 

mJ = — --. C.Q.F.D. 

a* 

ScoLiE. Le produit ma ne peut ici devenir égal à moins Vunité, que pour le cas 
de 6 «-> a ; c*est-à-dire que lorsque l'ellipse se transforme en un cercle. Ainsi Vd- 
lipse n'a qu'un seul système d'axes conjugués. 

Des cordes •«j^pléntentelres. 

130* On désigne ainsi deux cordes menées d'un même point de la courbe 
aux extrémités d'un même diamètre. 

Théorème I. 

Le produit des directions ^ par rapport à un axe, de deux cordes supplémen- 
taires , est constant. 

En effet , soient y et y les directions des cordes menées du point (x , y) de Tel- 
lipse aux extrémités (x\ y) et ( — x\ — y') d'un diamètre ; nous aurons 

y — ^ ) ( 

^7^'} doù ! yy' - ^\ ~ ^l 
/_ y + V \ ) '' x* — x'^ 

'^~ x + x" ) \ [a ' *' 

' ' ^ ) donc yy = — — . 

Or, ces points étant sur Tellipse, on a 

flY» 4- t«x'« — aV, i ^ i x« — «'* fl«' 

Réciproques I. Si pour deux cordes tirées iun même point de VeUipse on a, 
pour leurs directions y et y', 

leurs secondes extrémités seront celles iun diamètre. 

Si par les extrémités iun même diamètre de ï ellipse ^ on trace deux cordes pour 
les directions desquelles on ait 

b* 



yy--a^ 



elles se couperont sur t ellipse. 



Angles iuxuiijii bt iimofUH de deux DUMinuBs conjugués de l'ellipse. Si9 

Ces réci]^roqtte6 s'établissent facilement par la réduction à Pabiurde. 

Théorème II. 

Deux cordes supplémentaires sont parallèles à deux diamètres conjugués. 
En effet, nous avons trouvé 

md '=^ = et yy = = ; 

fl* '' a* 

donc de 

m « y on déduit S « /. C. Q. F. D. 

■ 

Théorème III. 
L'angle formé par deux diamètres conjugués d*une ellipse est compris entre un 

MINIMUM et un MAXIMUM. 

En effet, désignons par V Tangle de deux cordes supplémentaires tirées des 
extrémités de Taxe des foyers à un point de la courbe; nous aurons 



te V — ^ — ^ x-^-a iay 

I I y ^x*-a\+t/^' 
05* — a* 

Or, de 

— a' 1/* 
ftV + **^* — û*** on obtient «' — û» — — — ^ ; 

et par suite 

V —iab* — 2aé« 

Mais cet angle V sera maximum pour y maximum, donc 

y = b\ 

-c'est-à-dire que ces cordes supplémentaires sont celles qui se coupent à Vune des 
extrémités du petit axe et leurs directions sont 

et H 

a a 

Le MINIMUM de cet angle maximum, sera évidemment son supplément. 

N. B. Nous établirons plus tard Tégalité des diamètres ayant ces directions. 

Problême. 

Construire deux diamètres conjugués formant un angle G. 

Sur un diamètre comme corde, on décrira un segment circulaire capable de 
Tangle B : puis on tracera par le centre des parallèles aux cordes supplémentaires 
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menées des extrémités du diamètre aux intersections de l*ellipse et de Tare du 
segment circulaire précité. 

En effet, ces cordes supplémentaires forment Tangle 6 et son supplément 
IgQo — 9. de plus, tant que ces diamètres conjugués ne seront pas les axes, il y 
aura detix solutions; car Tun de ces angles ne peut exister sans l'autre, à moins 
d'avoir 6 » 90®. Dans ce dernier cas , les deux systèmes se confondent en un 
seul, qui est celui des axes de la courbe. 

Théorème IV. 

Le diamètre du point de contact d'une tangente paraUèle à une corde supjdé^ 
mentaire^ est paraUèle à Foutre corde supplémentaire. 

En effet, de 

, _ > on déduit d -= 7', pour a -= y. 
f Ir * 

77 â*' 

Ainsi pour mener une tangente parallèle à une droite donnée : on trace une 
corde parallèle à cette droite , le diamètre parallèle à la corde supplémentaire de 
la précédente sera celui du point de contact. 

N. B. On construira facilement le centre de Tellipse au moyen de deux diamè- 
tres déterminés par deux systèmes de cordes parallèles, ayant des directions 
différentes. 



Applle«tloiiu. 

Théorème. 

U ftrfiiiMiin ibiitièe di foyer ie rtUipM iir ua do ni lordoi, loifo lo diaièCro do ootta ooido su U 
difoetrioo do 10 toyor. 

En effet, en con|idérant l'ellipse 
et la corde dont m est la direction; nous aurons 

y — 555?^ ^' y — m<^-^) 

pour le diamètre correspondant et la perpendiculaire abaissée du foyer de droite sur one 
de ces cordes; d'où 

c 
pour l'abscisse de leur intersection. 0. Q. P. D. 

N. B. Cette propriété appartient également à l'hyperbole et à la parabole. 
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Problème I. 

Ctutnin In f if m d'ut Nirt« i eatn di maàwin UêX n miatt : 1« outre, éeufoiits it ui ilnotrica. 

On tracera le diamètre de la corde des deux points , de son intersection avec la direc- 
trice on abaissera ane perpendiculaire sur la corde : un foyer sera au point de concours de 
cette perpendiculaire avec Taxe. Le second foyer se construit facilement au moyen du 
centre. 

N. B. Si la courbe est une parabole, le centre étant remplacé par Taxe, la construction 
se fait de la même manière. 

Probl&mb il 

(m1 iit It Uei <i MUMt i'uaiiltdsitiMiMiitiifnUiueellipM, loit finllilM à d«n flordetiipplé- 
■nUirn oK à ion itioètni oiijigiéi? 

Il résulte d'abord de la génération du lieu que les tangentes aux sommets de la courbe, 
déterminent qitatre points spéciaux; ensuite, celles menées par les extrémités des diamè- 
tres paraUèles aux cordes supplémentaires formant l'angle maximum, donnent encore 
quatre points remarquables. 

Ceci posé, soit 

aY + b^x* = a«6« (D) 

l'ellipse directrice, en désignant par m la direction de la tangente à (D) menée du point 
(a, f) du lieu cherché; nous aurons 

y — P-»m(x — a) OU y — »im:4-((3 — ma) (1) 

pour l'équation de cette droite. 
Or, cette droite (1) coupe (D) en des points dont les abscisses sont déterminées par 

(aHn* + *•) «• + 2^V» (|3 — mk)x + a« [(/3 — ma)* — ft«] - (8) ; 
et, comme (1) est tangente à (D), on doit avoir pour (2) des racines égales, donc 

{a« — ««) m« + 2«^ + (b* — /3*) == 0. 
Ainsi, nous avons 

V' — i^^ 

mm = — r, 

a* — a* 

ft« b* — (31 

• et, d'après l'énoncé du problème, ) d'où { -=» —- z\ 

i ( a' a* — a* 

mm = -y 

a* 

et par suite 

flV + i>*|3* «= 2a'** (9). 

Donc, le lieu est une ellipse ayant 2a y/2 et 2b i/2 pour axes, et semblable de forme et de 
position à (D). 

N. B. Le résultat (7) précédent ne peut être applicable à l'hyperbole, puisque de deux 
diamètres conjugués de celle-ci, un seul rencontre la courbe. 
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Problême III. 

TrnTer U lira de rintersHtiai des perpendieslairM ikiiitées des extrteitéi de Tue trusferte de I'eUi|se, nr 
deu ceides upplteaitairei ou denz diimètrei eei|igiè8. 

Soit 

aV + ftV«««fr« (D) 

la courbe directrice et m^ m'' les directions de deux cordes supplémentaires ou de deux 
diamètres cox^Juguôs; nous avons d'une part 

m'm" « - I (1). 



et 



wi tu 



pour les génératrices du lieu. 

Or, pour éliminer les constantes variables m! et m'' entre (1), (G) et (0'), il suffira de 
combiner (Q) et (GO par voie de multiplication et de remplacer m' m^' par sa valeur : ces 
opérations effectuées, on obtient 

*V + û*^' = ft* (9) ; 

c'est-À'dire une ellipse concentrique et semblable à la proposée, et qui en tournant de 90^ 
deviendrait alors homothétique à (D). 
N. B. L'énoncé, modifié pour l'hyperbole, donnerait 

^V — a*ic* «= — a*; 

et dans ce cas, comme dans le précédent, la directrice et le lieu cherché ont comme points 
communs les extrémités de l'axe des foyers de (D). 

Problème IV. 

Obteoir le lies di lonmet d'u eigle doit m o6té eit u diamètre de l'ellif le et l'iitre u oerde eoBjigsèe pasuBt 
par le feyer de droite. 

L'axe transverse de la courbe et la corde conjuguée du foyer, donnent ce foyer comme 
point du lieu; l'autre axe ayant le premier pour corde correspondante, donne le centre. 
Enfin, si on considère le diamètre et la corde conjuguée, lorsque ces génératrices sont 
parallèles aux cordes supplémentaires formant l'angle maocimum et minimum , on obtient 
deux points symétriques par rapport à l'axe transverse. 

Ceci posé, soit l'ellipse directrice 

aV + h'x^ = a*t* (D) ; 
nous aurons, pour les génératrices du lieu, 

G) y = ix et y = m(x — c) (G'; 
avec la condition ' 

m^ ^, (1); 
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d'où, en éliminant metJt entre ceg équations, il vient 

y« — — -i a: {« — c), 

ou 

aV + *V — b^cx « ((f). 

Ainsi /f lieu est une ellipse rapportée à l'axe transverse et à sa tangente au sommet de 
gauche. 
Remarque. En considérant le foyer de ganche , on aurait obtenu 

Du reste (^) et (f^) sont semblables A (ff) quant à la forme, mais elles ne sont point 
homothétiques. 
N. B. Ce problème appliqué à Thyperbole donnerait 

atyt _ t«jpt ± Jtcx = (cp) et|(9',). 



lo La portion de la normale comprise entre le point de contact et le grand axe est au 
demi-diamôtre parallèle à la tangente comme le petit axe est au grand. 

29 Si deux tangentes parallèles sont coupées par une troisième tangente, le demi-dia- 
mètre parallèle aux deux premières est moyen proportionnel entre les segments de 
celles-ci compris entre les points de contact et la troisième. 

30 Étant donné un arc d'ellipse , achever la courbe. 

4^ Quel est le lieu des points de contact des tangentes aux elUpses ayant mêmes foyers 
sachant que ces tangentes sont parallèles t 

50 Une ellipse tourne autour de son centre , aux points où elle coupe une droite fixe on 
mène des tangentes à la courbe ; quel est le lieu du point d'intersection de ces tangentes t 
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« 

140. La définition des diamètres conjugi^és indique que, pris pour axes 
coordonnés, la forme de Téquation aux axes de Fellipse ne sera pas altérée ; mais 
il s'agit ici de déterminer les constantes géométriques de cette nouvelle équation 
et naturellement nous ferons usage de la méthode de la transformation des coor- 
données. 

Soient a et a les angles formés par deux diamètres conjugués avec Taxe des 
foyers ; il faudra, pour prendre ces droites comme axes coordonnés, changer 

X ] [ X cos. oL + y COS. a , 

y ) { X sm. a + y sm. a , 
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dans réquation aux axes de lellipse ; c*est-à-dire dans 

aV + *V«fl«6« (E). 
Or, cette substitution donne 

(a'sin'a 4-i*cos'a')y'+2(a"sinasina'-|-ft"cosacosa')a:y4-(a-sin*a4-fr*cos'a) x^= a*t* ; 

d'où, le rectangle des variables devant manquer dans cette transformée, 

a* sin. a sin. a -j- fr* cos. a cos. a = (1) , 
et réquation précédente devient 

(a* sin/ OL + ft* COS.* a) y* + (a* sin/ a + 6* cos.* a) «• = a*fr*. 

Maintenant désignons par a' et V les longueurs des demi-diamètres conjugués 
dirigés suivant X et Y ; nous aurons, en posant 

» = , 1 les ( (a* sin.* a + 6* cos.* a) a'* == fl*fc* (2), 
ar = , i relations ( (a« gin.» «' + ft* cos.* J) V* = ft*è* • (3) ; 

et par suite Féquation, aux diamètres conjugués de Tellipse, est 

a'y + ft'«a:*«a'*ft'*.... (E'). 
141. ScouEs I. La relation (1) du § précédent peut s'écrire 

tg.atg.a'==— - (!'); 

» 

et nous retrouvons ce théorème que deux diamètres conjugués sont parallèles à 
deux cordes supplémentaires; et réciproquement : deux diamètres parallèles à 
deux cordes supplémentaires sont conjugués, 

IL Toute valeur attribuée à a, détermine (Y) une valeur convenable pour a ; 
donc , il existe une infinité de diamètres conjugués. 

IIL Lellipse n'a que deux axes de symétrie. En effet , pour que les nouvelles 
coordonnées soient également rectangulaires , il faut avoir 

( sin. a ==• cos. a , 
a' = a + 90«, d'où , . ' 

( COS. a = — Sin. a; 

et par suite (1) devient 

(a* — b*) sin. a cos. a «= 0, 
exigeant 

sin. a = ou cos. a == ; 
c'est-à-dire 

a = 0, =180» ou a=90S = 270«. 

Ainsi géométriquement les axes coordonnés sont encore les anciens. C.Q.F.D. 

29 
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IV. U ellipse a des diamètres conjugués égaux. En effet, les relations (2) et (3) 
du § précédent donnent, pour b' = a', 

a* sin.* a + b^ COS.* a' «= fl' sin.' a + 6* cos.' a , 

d'où , en éliminant les cos, , 

(a* — fr*) (sin.t a — sin.* a) =» ; 
et par suite 

sin.* a sas sin.* a donc cos.* a = cos.* a', 
et 

tg.* a = tg.« a . 

Mais (1'), le produit tg. a tg. a devant être négatif, il vient 

, b , b b ^ b 

tg. «•=+"" et tg. a= — -- ou tg. a== — - et tg. «' = + -; 

a d a a 

c'est-à-dire que les diamètres conjugués égaux sont parallèles aux cordes supplé- 
mentaires formant entre elles les angles maximum et minimum, ou tracées des ex- 
trémités du grand axe à une des extrémités du petit axe. 

Enfin, en concevant Fellipse rapportée à ses diamètres égaux, on obtient, en 
posant b' = a' dans (E') , 

y« + x* = a'« (E'O ; 

c'est-à-dire la forme de Véquation de la circonférence rapportée à deux diamètres 
rectangulaires. 
I^Htm L'équation aux diamètres conjugués de Tellipse étant 

a'Y + b'*x' = a"t'* (E') 

ou de même forme que Féquation aux axes de la courbe , les propriétés indépen- 
dantes de rinclinaison des coordonnées seront communes aux axes et aux dia- 
mètres conjugués. Ainsi : 

I. Les carrés des ordonnées parallèles à un diamètre, sont proportionnels aux 
rectangles des segments qu'elles forment sur son conjugué. 

II. En désignant par a la direction de la tangente au point {x\ y*) ; on aura 

b'^af 

^ ^" 

et pour cette tangente 

a'W + b'^xx! « a'*fc'*. 
La sous-tangente sera 

a'* — X'' 



X' ' 
et, d étant la direction du diamètre du point (x', y), 



aa = - 

a» 
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III. y = iftx -{- n représentant un système de cordes parallèles. 



jt 



a 'm 
sera le diamètre correspondant ; et , ^ étant la direction de ce diamètre, 

ma ^. 

TV. Enfin , poar les directions de deux diamètres conjugués , aussi bien que 
pour deux cordes supplémentaires quelconques, 

a* a* 

m 

Corde 4es eontacts. P61e et Polaire* 

143* Soit (x'^ y'O ^^ coordonnées du point de départ d'une tangente à 
Fellipse 

a'Y + *'*x« = a!'V^ (El , 

6^ {^\ y') le point de tangence ; nous aurons simultanément 

pour déterminer ce point (x\ y') ; la seconde de ces relations exprimant que [ix!\ if') 
est sur la tangente 

a!'yy' + b"xx' = a'*b'\ 

Or, la droite en (af , y') 

a'y V + * W = a'*6'* ou a'V'y + ft'V'x = a'V" 

n'est autre chose que la corde des contacts , et comme ses coordonnées à Torigine 
sont 

Atecme = -ir et Ordonnée = — j^ ; 
on en déduit le théorème du pôle 

pour la droite 

x=i af'; 
ou fe pdfe 

de to polaire 



•iâS Leçon XXXIV. — ThëobEhks sur les diamètres et lxs axes de L'ELLirsE. 
CmalrBCtloN de l'elUpae «■ g»or<— ■éc» «fcll^fca. 

14-4. La confomiitë des équations de l'ellipse rapportée ii ses axes ou ï ses 
diamètres conjugués, Ëiit reconnaître 
que si 2a', ib' et 6 désignent deux dia- 
mètres conjugués et leur inclinaison, la 
construction de la courbe revient k 
prendre (fig. 94) ta' et îb' pour aies de 
symétrie d'une ellipse auxiliaire et d'in- 
cliner les ordonnées de cette derniëre 
sur l'autre axe de 6, tout en conservant 
leurs longueurs, puis de réunir leurs 
extrémités par un trait continu. 

Kcladan* «Mre Im «xca, lea Mmmittt» eoB]BS«éB et lemt* ia ril— !■ ■■■ 

1.4II. Voici deux théorèmes remarquables : 
Thëorèmb I. 

Le parallélogramme construit sur dettx diamètres conjugués de l'eilipse, est équi- 
valent au rectangle des axes. 

En effet , nous avons trouvé (g 140) 

a' sin. « sin. ir! + Ô'cos, acos. a.' ■t^ (1), 
2) (a' siii.'a + fr' COS.' «) fl'* «^ ffl'ft' et (a'sin.'a + 6'co5.V}fr'' = a'i' (3; 
d'où , en combinant (3) et (3) par voie de multiplication, 

[a'sin.'asin.'a'-|-o'ft'(s'n-'«OS.'a'+sin,'«'cOS,'a)-|-fr'cos.'ac08.*a']o''fr'*=o*t', 
Or, (i) élevé au carré , donnant 

o' sin.' a sin.' «' 4- *' cos.' « cos.' a' -^ — 2a'6' sin. « cos. « sin, a cos. a.', 
on obtient, pour la relation précédente et après simplification, 

{sin.* a' cos.' a — 2 sin. «cos. a sin. a' cos. «' + sin.'s(cos.'a')o''fc'' = a'fc'; 
ou , en extrayant la racine carrée . 

a'b' sin. («' —a) — a*. C. Q. F. D. 

Thëorënb II.- 

Dans Cellipse, la somme des carrés de deux diajnétres conjugués est confiante et 
vaut la somme des carrés des axes. 
En effet, de (2) on déduit 

. ffl' (a'* — ft*) 
"e"(a' — fc') ■" *^' ""«"{tt' — ft')' 
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et par (3) 

S>n.«a = rn-r-; 1^ et COS." a = 77-^^ 7-^. 

b* (a' — ft") ft'« (fl« — b') 

Ces dernières valeurs se déduisent facilement des premières en y changeant 
tf'* en b'\ 

Ceci posé, la relation (1) donne, après transposition d'un terme et élévation 
des deux membres au carré, 

a* sin.' a sin.' a «= b^ cos.l a cos.' a ; 

doù, éliminant a et a , 

^ ft4 (fl« — fl-t) g, _ y,) ^4 (fl^« _ y) (yt _ f^,) 

et par suite 

a* — b* = (a. — H (a'. — 6"), 
ou . 

a« + fr» = a'» + 6'«- C.Q.F.D. 

14IB* ScouE. Les relations (1), (3) et (3) peuvent donc être remplacées par 

b* 

tg. atg.«'=— - (1'), 

a 

a'V sin. (a — a) = ab (2') , 
a'* 4- fr'« = a' 4- *" (3') ; 

et ces dernières résolvent facilement toutes les questions relatives aux quantités 
a, fr, a', b\ a et a ; trois quelconques étant données. 

Applications. 

\^lfm Voici quelques applications sur les études qui précèdent : 

Théorème I. 

lu iMtnflei anitniti tir 1m upranti te dan ooidai yuallèiei à deu dimètrai caiingi^ d'iis 
•lUpu, Mit pr«|trUoiMU au oirrét dai tiaiàtm. 

En effet, considérons Tellipse 

a'y + V^x* -= a' V (E) 

rapportée aux diamètres cox^ugués considérés. 

Soient (« , f) les coordonnées du point d'intersection de deux cordes parallèles à ces 
diamètres; en y transportant l'origine, on obtient pour (E) 

aV + V*x^ 4- 2a'-|3y + 2fc'* ax + («"(3" + ft'»a* — a'*ft'*) = ; 

et par suite , en posant 1/ »= 0, pour les segments x' et x?^ de la corde située sur X, 

x^ Y^ ; 



2» Leçon XXXIV. - Applications suh l-bllipsb. 

etz^O, donne, pour les Eugmeats confondas avec l'axe dea T, 

a'' 



l'i" : î^y :: - 



CoROLLAiBB. Lorsque 1m diamètres conjagués sont égaux, on a 

«"«"-y-r ou z'-.y-.'.f-.jf; 

c-està-dire que la exlrémilés de cet cordes sml ^ituéet svr une cireonféretwe 

N. B. Cette propriété e«t aua» commune à l'hyperbole , seulement /« segmen;» de l'u, 
det corda peuvent être touslractift. 



U ratufle Mutnlt m 1» utnB.t. ,!■.« ui,„t. i [-.lu^, ,,^^ „^„ „ ^ ^^ ^^^ ^, 
l«u dltsèlHi miigaii, «M 1< uni di iaii^UMètre nnlUli i catu Uunlt (fii. S»). 

Considéroiu l'ellipae 

«'■y* + fa:* =■ «'•/» 
rapportée au diamètre du point M de contact et A 

son conjugué. 
Ceci posé 

X -=a', y=èx et y= X 

seront les équations de la tangente MT, d'un dia- 
mètre OTet de son conjugué OT'; donc, numéri- 
quement, on a 

m = 3a' et MT-"^; 
et par luite 

MT.MT-n C.Q.F.D. 

N. B. Cette propriété est commune à l'hyperbole. 

TUËORËME m. 

Il ttmm 1m unH in ptr^eidinUirM tktiuiM tu nl|iiM d* hu diuMm wijinii 4'im iU^ 

ui a lu, vnl U ourt i« l'Hlri dwi-ui; g'Ht4-liit (u \'n im (lig. SS) 
BR' + DS' — fl" et BP' + DQ* — b'. 

En effet, coiuidérons l'ellipse 

aY + &V = fl'6* (E) , 
et les dans diamètres conjnguée 



APPLICATIORE SDR |/ELL[PSS. 



Or, (E) et (OB) d'ane put, ut (S) ane (OD) d'« 
tre part , donnent 






On dàmoDtrarait de mdine quo 

BP' + bû» — **. 

N. B. Cette propriété appartient auaai A lliyperbole, seulement un de* diamétras étant 
imaginaire, il faut lui donner ponr origine, le point distant du centre du coefficient de 
l/^ que contient son eipression. 



U Nctaflt iM liitwet m tut u« i> ririfiM d'u liuètn i» l'dlifu, tuI la iHtu{le lu 
HiUiHi MI >faHi UM i» l'iiiiiu t» m Mijifil; l'Ht-l-din fit In iin(ti|. 96) 
BP. BR = OQ. DS. 

Bn effet, en conaervant lea mâmoB déaignationa que dans le théorème précédent, on a 






BR. BP - 



a'S* + b*' 



Si maintenant noQschangeonsJen ~ et que noua ne tenions compte que de la ralanr 

nnmérique, nous aurons 

Donc 

BP. BR — DQ. DS. C. Q. F. D. 

N. B. Ce théorème est aussi particulier A l'antre- courbe è centre. 
ThËORËHE V. 

U ndnilt iM liituHi J'n uHaat di l'elU^ I tm diiattm saijifiét, ml \* rscUiila dsi 
tistuiM l'si iHn u«wl, BH hnstltiB», mk at>N diuètrn: ■'«it^.diN fis l'si un (Uf. 9T) 
BP. BQ = DP'. DQ'. 

Au lien de démontrer ce théorème directement , en cherchant les distances des sommets 



432 Leçon XXXV. — Aptmutions sur i/ei.mpse. 

B et D aux diamètres conjuguas OX' et OT', nous 

ferons usaga de la relation de condition 

0* sin. « sin. «' + b* cos. « cos. «' — (1 ) , 

qui permet de pauer de l'équation aux axea â celle 
aux diamâtres conjugué* OX' et OV. 
En effet 

DP'-.ftsin.DOP'— 6sin.(«'— 90°) ftcos.a, 1 ( 

DQW^sin.DOÛ'=6sin.(90'-«) - tcos.«; j ^''"' \ ^^■^^' ^'««sacosa'. 

Donc , en enbatituant (§ 140) ces valeurs dans (I), 

BP. BQ — DP'. DQ' = 

BP. BQ -= DP. DQ'. C.Q.T.D. 

Problëhi! I. 

NtraiMT l'nprwtiti fèiMe ia li nritu lu jinlltlvoruniu iuait bii ut allipe: M fta u 
ifittau d* diuttTH CMJKgiéi imlUlu i m ehèi, ftil un nIiI «oImu <lig. it). 

Soit IKLM nn parallélogramme inscrit et dont 
les cotés sont âvidemmant parallèles à un certain 
système de diamètrea conjuguas OB' et OIV; qa« 
noDS choisirons pour axes coordonnés; donc 

o'Y + b'*si' = a'*b'* (E) 

sera l'ellipse donnée. 

Si maintenant ç désigne l'angle de ces diamMrea, 
nous aurons 

IKLM -> iafy' sin. <f, 

et, par suite de (E), 

IKLM = ^ sin. 9. V oV* — af* ; 
ou , pour obt«nir le maximum , 

IKLM = -y sm. <p. y/-^-^j^-—y 

a* , a' ,— , b' 

a/'— ^ ou a: -= - 1/2 et y^~\/2 
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donneront 

maximum IKLM = îa'f Sin. ç = 2afc; 

car 

ab' sin. 9 « ab. 

Ainsi ce maximum vaut la moitié de tout parallélogramme circonscrit à l'ellipse, et Us 
côtés sont les diagonales des carrés construits sur les demi diamètres 2a' et W, 
Remarque. Si nons considérons le cas du losange , alors 

doù 

Losange inscrit »« ix'^ sin. 9 ; 

ety à cause de (E) et de 2^ =» af. 

Losange inscrit = .^ . ,,^ sin. 9. 

a* + t 

Mais nous avons 

a!h' sin. 9 = 06 et a'« + 6'« == a« + i«, 

donc 



Losange inscrit 



(fl* -f- ft') sin. 9 * 



Cherchons maintenant les valeurs extrêmes de la superficie de ce losange : en posant 
sin. <p = 1 ou ç = 90», il vient 

4fl«ft« 
Minimum du losange inscrit^ 



c'est-à-dire le carré lAscrit. 

Quant au maximum de ce losange, comme il doit correspondre au minimum de 7, 
ou àç=»DBD', on a 

. , b a 

sin. I 9 «= - r COS. 9 = 



donc 

sin. 9 =« 2 sm. \ 9 ces. J 9 = ; 

a' + fr* 

et par suite 

Maximum losange inscrit = iab , 

ou le losange ayant pour sommets ceux de l'ellipse. 

Problème II. 

Contnira nu U règle et le compu. les istetleetieu d'ise droite et d'ue ellipse tisgeste anx miliesi 
des futre efttés d'os ptrallélogrume. 

D'abord résolvons le problème suivant : Ceiitnire ki uei de l'ellipse eeuaisuit , ei g rtndeirs et 
ei peiitieï. devx diiaètret eoiji^aès (flg. 99). 
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38* Leçon XXXV. — CossiaucTiON des axes de l'ellipse. 

Soient AB et AE les dianiètreg conJugnée 
donnés : BP parallèle â AE sera ta tan- 
gente en B. 
, Ceci posé , prolongeons AB de BR donné 

a':b- :: é': BR; 

pui» traçons U médiatrice 10 perpeadicu- 
laira à AR, son intersection avec la tan- 
gente BP sera ie centre d'une circonférence 
coupant BF en deux poinU D el F apparU- 
•«>«( aux axet de fetlipse, qui seront donc 

En effet, supposons que AP et AD aoient les axas principaux pris comme axes twor- 
donnés , la tangents «n B anra pour équation 

et, pour coordonnée* t l'origine, 

1) AF=^ et AD=^ (2. 
Le point O, milien de DP, a pour coordonnées, 

S^ il I 

1 Si- 2î,- (• 

et comme 

4a:'» 4m» 



le cercle précédent a pour équation 






!^ + y'—-,X ; s — 0. 

D'an Autre cAté la droite AB ou 



coupe la circonférence & l'origine et au point 



-— — I_I-+ ,. 



Ainsi , nous avons 



coMnussAnr i>eux DUHtniEs conjuGVts. tSS 

BR- = -^ (s'- + 1^ - il »^ _ ^; 
donc 

BR - -^. C. Q. F. D. 

Enfin , lei équationi (1) at (2) donnant 

x* : a :: B : AF «' y' : b :: ft : AD, 

on an déduit, par ta figure, 

ff».AC' = AC «t ft = Ar = AF; 

c'est-à-dire deux tommeis non homotogms lie l'eUipte. 
Reprenons maintenant notra problème pi-imitir; et soit (Sg. 100) lOHK le parallélo- 
gramme donna : les médio- 
tricas B'C et D'B' des côtés 
opposés constituent évi- 
demment un système de 
diamètres conjugués, dont 
on pent dédairo la position 
•t la grandeur des axes 
BC et DE; et par suite les 
foyers F et F. 

Soit maintenant PQ la 
droite donnée : remar- 
quons que , pour le point 

inc;onau , nous avons pjj _(. p^fl ^ g^ ^ BC ; 

donc , le point V fera U centre de la circonférence pattant par te foyer F' et tangente au 
cercle ayant l'autre foyer F pour centre et BC pour rayon; le centre cherché étant da 
reste Htui sur PQ. 

Ainsi te problème rerient, aprèii la construction des axes et des foyers, é la résolution 
d'un problème de géométrie élémentaire. 

N. B. Tonte cette théorie ent commune à l'hyperbole. 

ProblËhb III. 

liKtira m tiiiii(la tqnilitènl itm n* tlli^M kHh (li|. III |. 

Supposons l'ellipse rappoilée à deux diamètres 
coqjugués OX et OY formaot un angle de 60°, el 
traçons ta bissectrice OA ilo l'angle TOX fi le dia- 
mètre perpendiculaire B0<'; ces droites aui'ont 
pour équations 

OA) !f — x at y j-.... (BC; 

car BC est la bissectrice de YOX'. 
Ceci posé , l'ellipse 

0^" + b'-X* = a'-6'* 



S86 LiiM XXXV. — Ar*uuTi«m sm l^u««- 

doDM, pour las coordonnées dn point A, 

( a'6' «'y ) 



( 1/ fli + ti »/ a*» + fc*» > 
«t, pour cellea du point (B), 

1 — g'fr' a'y I 

1 !/«'»+*'*' l^ o"» + S"» l" 

Ainsi 1m droites AB at AC «ont paraJlàlM i OX et A OT, d'où 

BAC= YOX = 60«; 

etptLTBuita, de oe que les ttnglea ABC et ACE lont éguix entre «114 , 

ABC = ACB = eo* = BAC. 

Donc , ABC eit le triangle équilatéral demandé. 

Rbhar^ub. I) eet évident que la conetruction ne sera possible que pour 60° comprïi 
entre le minimum et le maximum de l'uigla formé par deux diamétraa coi^Jugnéi àa 
l'ellipse donnée (ou de deux cordes «upplémentaire*). 

Problëib IT. 

CwMr* Il muI* H imU ttbt Hniiuul tnU tnnatis tt u ttjm^ IB). 

Soient T. V, T" et F les tangentes et le 
foyer donnés. D'abord les projections f, f 
et /" du foyer sur les tangentes donnent 
trois points de la circonférence décrite sw 
l^xe transTerse comme diamètre; donc, 
■on centre est celui de la conrbe , et par 
snite le second foyer F" et les sommets B 
et G; pnisque OB = Of, sera le rayon de 
ce cercle. 

Les deux autres sommets D et B, distants 
de P de OB, se construisent fïcilement 
Quant ani points de contact M, M' et M", le lecteur les ooni^int firilfrnnit. •■ Ikissat 
usage dn théorème du g 132. 

N. B. Nous saTons d^à que OF < OB correspond A l'ellipse, naui verrana pins loin 
que 01' > OB dbiMerait une hyperbole et que si Isa prQ]Mtio<H fifvtf éUâpit en ligne 
droite, \e lieu serait une parante. 



149> Voici quelques exercices que nous proposons an lactoor : 



1<> Parmi tous les systèmes de diamètres conjugués, la somme des axes ast miaimuii 
et celle des diamètres conjugués égaux est maximum. 
2" A partir d'un point quelconqne d'nna ellipse , on porta iqr li^ nonniH mw lQUa«V 



ExsRacES. ^ 

égale À — , k étant une constante et p la perpendiculaire abaissée du centre sur la 

tangente. Quel est le lieu de Textrémité de cette droite f 

3<» La somme des carrés des projections de deux diamètres coigugués sur une droite 
fixe quelconque , est constante. 

40 Quel est le lieu des sommets des rectangles maximum inscrits dans une série d'el- 
lipses ayant mêmes foyers, 

50 La circonférence décrite sur la portion du petit axe de Tellipse, comprise enti*e la 
normale et la tangente au point (a^, 1^) de la courbe, passe par les deux foyers. 

60 Si par un point d*une ellipse, on lui mène une normale, le produit des segments faits 
sur cette droite, par le diamètre qui lui est perpendiculaire et par l'un des axes , est égal 
au carré de la moitié de l'autre axe. 

70 Construire l'ellipse dont on connaît : un foyer, un point et les longueurs des axes; — 
un foyer, la longueur des axes et une tangente. 

9>^ Dans toute ellipse la somme des carrés des valeurs inverses de deux diamètres se 
coupant rectangulairement, est constante et vaut la somme des carrés des valeurs inverses 
des axes. 

N. B. Ce théorème appartient également à Vhyperifoie, toutefois en changeant les sommes 
en différences, 

90 Dans un cercle donné, roule, sans glissement, un autre cercle dont le rayon est deux 
fois plus petit. Quel est le lieu décrit par un point fixe, situé sur la direction d'un rayon 
donné du cercle mobile? 

\ù^ Si un cercle coupe une ellipse en quatre points , les bissectrices de l'angle des cordes 
communes sont parallèles aux axes de l'ellipse. 
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SOMMAIRE. 

Formes diverses de l'équation de l'hyperbole. — Théorème. Les carrés des ordon- 
nées de l'hyperbole , perpendiculaires à l'axe transverse , sont comme les produits 
des segments (çoustractifs) qu'elles déterminent sur cet axe. — Des foyers. — 
Théorèmes I. La différence des distances d'un point de l'hyperbole aux deux 
foyers, est constante et égale à l'axe transverse. — II. Pour un point extérieur ou 
intérieur à l'hyperbole, la différence de ses distances aux foyers est moindre 
ou supérieure à l'axe transverse 2a. — III. Le demi-axe imaginaire de l'hyperbole 
est moyen proportionnel entre les deux segments soustractifs dans lesquels cha- 
cun des foyers divise l'axe transverse. — Des directrices. — Problème. Quel est 
le lieu du point dont la différence des distances à deux points fixes est constante 
et égale à 2a. — Construction ponctuée & continue de l'hyperbole. 

Formes dlTerses de Téquatlon de l'hyperbole. 

1>€0* L^hyperbole rapportée à ses axes a donné l'équation 

aV— 6W— — a«fr« (H); 
toutefois Taxe réel étant pris pour axe des X, on en déduit 

y = it ~ \/ x^—a^ (1). 
a 
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Ici. y " donne x^ i: a, c'esl-à-dire 
les points B et B' {Rg. i03) ; et quoique i — 0. 
donne k = ± i l/ — d ; on porte cependant 
sur l'axe des Y, OD — OD' = fc et on re- 
garde DD' — ib comme la longueur de taxe 
imaginaire. 

Les points B et B' sont les plus rapprochés 
du centre : en effet, un point quelconque M 
fournit 

ffl» 4- b* 
OM* « X» + y* ^ *» — b\ 

Or (1) indique que x ne peut ^tre numériquement inférieur â :!: a ; et qu'il 
partir de cette limite , cette variable peut croitre jusqu'à ± oo ; donc 

mintfflum OM = ± o pour * •= ± o. 

De même que dans l'ellipse , l'axe des X , désigné sous le nom d'axe trantvene 
de l'hyperbole, est un axe de symétrie ; et il en est de même pour l'axe imaginaire 
DD', dont la longueur ib peut dépasser id BB" — ia. 

Afin de construire facilement la courbe , il est urgent de déterminer d'abord 
ses asymptotes ; c'est-à-dire les droites 

b 

y— ± - I. 

qui sont précisément les diagonales HH" et H'H"" du rectangle construit sur les 
axes de la courbe. De ce qui précède, on déduit facilement la forme tracée dans 
la figure ci-dessus. 

Remarque. Les points B et B' de l'hyperbole en sont appelés les sommets. 

IttO. En changeant dans (H) xenx + a,\] vient 

aY = *• [iax + x*) {H,) 

pour l'hyperbole rapportée i son axe traosverse et ii sa tangente au sommet B de 
droite. 
N. B. L'hypothèse b = a, donne pour (H) et (H,) 

y» — X* =, — a» et y' = iax + x' ; 

c'est-à-dire une fofperbole équilatère, car les asymptotes sont alors rectangulaires. 
- Enfin, nous reconnaîtrons plus tard que cette spécialité d'hyperbole ayant ses 
diamèlTes conjugués égaux , on peut dire quVUe est parm les hyperboles ce qu'est 
le certle parmi les ellipses. 
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N. B. De même que pour l'ellipse (§ 117), en poMol 

1+ 1' .1* 

x-±a. ^-^ e. y^±i-^-^, 

on peut calculer, sans extraire aucune racine carrée, 1«8 coordonnées de tous Mb 
points de l'hyperbole 

oV — &'«'=. — a»i»» (H); 

car ces valeurs de x et j/ vérifient (H ) et en faisant croître tàeQki, x varie de 
a jnsqu'b œ et y de à oo . 

Th&orëmb. 

IVl. Les carrés dtt ordonnées de l'hyperbcle, perpendiciUaire» à taxe trani- 
verse, sont comme les produits des segments (soustractifs) qu'eiies déterminent sur 
cet axe {&g. 103). 

En effet , nous avons 

oy — 6* («'— a»), 1 j ^ X* — g' 

et par suite, pour les points M et M', 

MP* a* — g' (a: — fl) (J + 0) BP. B'P 



C.Q.F.D. 



M'P* x'* — a* (!• — a) (a: + a) BP'. B'F ' 
1K9. Remarque. Les équations 

oV + frV — fl'ft» et ay — 6»x* = — a»fr* 

indiquent que l'on passe de la première à la seconde en changeant b* en — !>*, 
oubenb \/—{ ; c'est-à-dire que Us propriétés de teUipse, indépendantes de b, 
seroia communes à l'hyperbole. 



1XC3. L'équation 

ay — é«x« = 

donne nuTnériquement 



a-.br. V a* — x* : y. 

Donc (fig. 104), si sur une abscisse 
quelconque OP, noua décrivons une 
demi-circonférence, la corde IP, déter- 
minée par son intersection avec le cercle 



ayant UB' ■- Sa pour diamètre , sera 

IP = V~^ 
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pais traçant Kfl parallèle à OP , par l'intersection de 01 avec la circonférence 
décrite sur DD' « b , nous aurons 



01 ou a : OK ou b :: PI ou V a^ — a^ : PH; 

c'est-k-dire que 

PH«». 

Ainsi , il suffira de rapporter PH sur PM perpendiculaire à OX pour obtenir 
le point M correspondant à Fabscisse OP et ainsi des autres. 

N. B. Le lecteur comprendra facilement qu'une droite limitée ne pourra jamais 
décrire toute l'hyperbole, puisque cette courbe admet des branches infinies ; mais 
la théorie des foyers nous donnera bientôt le moyen de tracer, par un mouvement 
continu , une portion limitée d'hyperbole. 



En appliquant la théorie générale des foyers et des directrices à l'el- 
lipse rapportée à ses axes , nous avons reconnu que cette courbe possédait deux 
foyers situés sur le grand axe et symétriques par rapport au centre ; et que pour 
chacun la directrice correspondante était perpendiculaire au même axe et que la 
distance d'un foyer à un point de la courbe était une fonction linéaire rationnelle 
et entière de l'abscisse ou de l'ordonnée de ce dernier point, suivant que le grand 
axe était celui des X o» des Y. Or, il est évident qu'on obtiendrait des résultats 
analogues pour l'hyperbole, seulement l'axe transverse de cette courbe doit rem- 
placer celui maximum de l'ellipse ; mais afin de diversifier les moyens d'investiga- 
tion, nous allons chercher directement le point dont la distance à un point de Chy- 
perbole serait une fonction linéaire , rationnelle et entière de V abscisse de ce der- 
nier point. 

Soit (af^ ]0 le foyer inconnu; nous aurons , pour sa distance à un point (x, y) 
de l'hyperbole rapportée à' ses axes, 

51 « {x — af)* + {y — y')*^x' — ixx' + x'* + y*—iyy' + y\ 

Or, l'équation 

ay — **a:« « — a*b\ 
^donnant 

y — db - V/ a:« — a« ; 
a 

on obtient 

(î»«. X»— iMî' 4- «'• + ~ (a? — «•) =F î - tf' \/ x* — a^ + y'. 

a* a 

Mais d devant être rationnel , on doit avoir 

pour faire disparaître le radical que contient S* ; c'est-à-dire que le foyer est situé 
sur l'axe transverse. 

31 
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Ainsi, il ne reste plus qu*à exprimer que 

. a« + b* 
a* 

est une expression carré parfait : à cet effet, posons 

4 aî^ _ 4 ^ {x'^ _ éi) = , 
a* 

d'où 



a: '« db V/ a« + ft«. 

Donc, Y hyperbole, comme Tellipse, possède deux foyers situés sur taxe trans- 
verse et symétriquement placés par rapport au centre; et leur constructioi) résulte 
évidemment de Fintersection de cet axe avec la circonférence circonscrite au rec- 
tangle formé avec les axes 2a et ib, 

La distance des foyers de Thyperbole, ordinairement désignée par 2c, s*ap- 
pelle Yexcentricité de la courbe. 

Théorème L 

La différence des distances iun point de [hyperbole aux deux foyers ^ est con-- 
stante et égale à Vaxe transverse, (fig. 105) 

En effet , les valeurs de xf donnent 



d'où 



a« « -^ «* T 2ca:+ a« =« ( — T a j , 

(ex \ 



et en séparant 



(ex \ \ i 
^ r / V F, (te droite; 
* ' \ pour le foyer J 

i= ± l£E + a\ \ f F, (te gauche. 

\ ^ I I \ 

De plus, si nous remarquons que Ion a c : a > 1 ; nous aurons, pour un point 
M situé sur la branche de la courbe, correspondant au foyer F de droite et F 
désignant Tautre foyer, 

ex 
FM = ^ — fl» 

} d'où FM — FM«2fl; 

F'M-=^ + a, 
a 
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et pour un point M', situé sur l'autre branche de l'hyperbole, 



FM' =s — — -4- a . 




^, ex I ^'^^ FM'-PM'«=2a. C.Q.F.D. 

a 

ThéorAmb II. 

Pour un point extérieur ou intérieur à VkgperhoU, la différence de m distancée 
aux foyers est moindre ou supérieure à Vaxe transverse 2a. 

En effet, pour N extérieur, nous avons 
(fig. 108) 

FM > FN — MN, 
d'où 

FTI — FM>FN — MN — FM; 

et par suite 

FTî — FN<îa. C.Q.F.D. 

En considérant un point intérieur N' : 

FTÏ'>FTI — MF; 
d'où 

FN'— FN'>FTII — MN— FN' ou U. C.Q.F.D. 

Théorème III. 

Le demi-axe imaginaire de Vhyperbole est moyen proportionnel entre les deux 
segments soustraeHfs^ dans lesquels chacun des foyers divise Vaxe transverse. 

En effet , on a (fig. 105) 

\. De même que pour les foyers , cherchons directement une droite 

A» + Ba? + C — 

telle que le rapport des distances Sun point de la courbe au foyer et à cette droite 
soit constant. 

Or, nous avons d'une part , en considérant le foyer F et un point situé sur la 
branche correspondante de la courbe 



^ ex cl a'\ 

(î = a=--[x 1; 

a a\ c I 
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el d'antre part, pour la dislance de ce point à la droite précitée. 



j, Aj + Bi+ C 




B 


A 
B 


y + ' 


-1 


l^ A' + B- " 


KA' + B" 


Maie en posanl 

h" 


et 


C 

b" 


a* 

r. 






on en déduit 













A-0 et C — — - 



d : f :: -Ix ]:x ::e:i 

o\ c / t 



X .«0 ou * — - 

c e 

est la dmetricê donnée par le foyep F de droite; et «m tarait 



pour celle correspondante au foyer F de gauche. 

Problème. 

Quel est le lieu du point dont la différence de« distaneei à deux poinU fixes est 
cmutante et égale à 2a. 

Soient (fig, 406) F, F les points donnés et 
2c leur distance , on doit avoir pour un point 
M du lieu 

FM — FM -Sa (1). 

De même que pour l'ellipse el pour les 
mêmes motifs, nous prendrons FF pour axe 
des X et sa médiatrice perpendiculaire OY 
pour celui des ordonnées ; alors, il vient 

G) FM* = y* + {1 + 0' et FM» = y* + (x — c)' (G', 

et l'élimination des constantes oriables FM et FM, entre (1) et les génératrices 
circulaires (G) et (G*), donnera l'équation du lieu demandé. 
Or, (G) et (G*) donnent, par voie de soustraction, 

FM» — FM»=4ftr ou FM + FM^— (2), 
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après avoir réduit an moyen de (1). 
Si maintenant nous combiDOiis(l) et (2), nous obtenons 

FK — \-a et FM — a, 

a a 

pour H situé i droite de OY ; et 

fTiimM~-— — a avec FM — —— + 4, 
a a 

pour M k gauche de OY ; car dans ce cas (1) et {t) aoraient été 
PM — FM- — 2« et FH + FM — — ^==^. 

Enfin, en remplaçant dans (G) ou (C) FTA ou FM par sa valeur, on obtient 

a*y* — (c* — a*] x* = — o» {c* — ifi). 

Or, les conditions du problème indiquent que l'on a 

FP>FT«— FM on ic>ia, 
donc 

c»— a* = 6», 
et par suite 

flV — 6'a:» == — aV (H). 

Ainsi le lieu demandé est une hyperbole ayant F et F' pour foyert, ia pour axe 
tratuverte et 2c pour exeentriciU. 

I'wiibIimiiIb» p »m sÊ m t t i et evBttoae <*■■« yt' t t— d'hyperhalc. 

UMS. La première résulte des intersections de couples de circonférencee 
dont les foyers sont les centres et dont les rayons ont ia pour différence. 

Quant à la description continue d'une por- 
tion d'Kyperbole : on fixe (&{;■ 107) l'extrémité 
d'une règle PR à l'un des foyers F', puis on 
attache k l'autre extrémité R et au second foyer 
F les bouts d'un cordeau ayant pour longueur 

rR-2a 
pour décrire la branche du foyer F. 
En effet , si on fait pivoter la rè^e autour 
de r et qu'au moyen d'un style on tende le cordeau le long de la règle ; on aura. 



âi6 
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pour une station de la règle. 



doù 



FTM[«FR — RM et FM «cordeau -RM, 



FM — FM = F'R — cordeau = 2a. 



C.Q.F.D. 



N. B. Le lecteur saisira facilement que 

cordeau » FR + 2a 



permettra de décrire la branche du foyer F sans changer le pivot F de la règle ; 
et qu*en conservant la première hypothèse, il faudrait prendre F pour pivot pour 
obtenir cette seconde branche de la courbe. 
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IttT. Désignons par cl la direction de la tangente au point (a^, y") de Thyper- 
bole, nous aurons 

y — y'«a(x — x') ou ytssax + ii^ — aaf) (i). 
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Si maintenant nous éliminons y entre (1) et Téquation de la courbe 

ay — é«a^ « — fl«6« (H) ; 
il vient 

pour les abscisses des points d'intersection de (1) et (H) ; mais , ces lignes étant 
tangentes , les valeurs de x doivent être égales , donc 

a^a* isf — a«')« — (a^a.^ — b*) a' [(y' — ax'f + fr«] « ; 

et par suite « pour déterminer a, 

(a:" — a*) «• — îoï'y'.a + (»'• + î>») = 0, 
d'où 



« • 



Mais de 

aiy^ _ ft«x'* « — a V 0» déduit {af^—a?)h^ = a^; 

et, le radical de (a) étant nul , 

d*où, en substituant dans (1) et réduisant, 

ahfy' — b*xx' = — an* (T). 

N. B. La formule (a) qui se réduit à une seule valeur pour le point (d/, y') sur 
rbyp^bole, admet d^tcx ou zéro valeurs réelles suivant que le point {x\ ^ est 
extérieur ou intérieur à la courbe , car pour ces deux cas , on a 

« 
N. B. De même (§ 128 ^"- ) que pour Tellipse, le lecteur déduira facilement que 



sera la tangente à Thyperbole, lorsque m sera la direction de cette droite; toute- 
fois une restriction se présente ici. En effet, le problème ne $era possible que pour 

c est-à-dire que m doit être compris entre ces valeurs extrêmes, ou leur être égale. 
Ces valeurs extrêmes sont les directions des asymptotes (§ 1B8). 



JfmrUMomm de l'inellaalsoa de la Uiogente ew Vmmm» 

IHHm La direction de la tangente est infinie aux sommets A et A' de Thyper- 
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bole, car pour ces points x"-» db a ety'«0; 
donc, aux eitrémités de l'axe transverse, les 
tangentes sont normales & cet axe (&g. 109). 



IttO. Lorsque le point de contact s'é- 
loigne de plus en plus des sommets A et A', 
la valeur de a. s'approche de 



qu'on oblient.en posant analytiquement x'— » 
ety'i» oo.Or, pour déterminer la véritable valeur 
de ce spibole, éliminons de a la variable x' 
au moyen de la fonction hyperbolique 

Cette substition de T'.en fonction de (/', donne 



b / , If 



et par suite , en posant v* — oo , 

b 

Itmtte a = ± — . 

a 

Cest-à-dire que la tangenU ett paralUle aux diagomUs du rectangle des axes. 
D'un autre c6té, la tangente 

^W — ^^"^ = — "''b* 
donnant, pour son abscisse à l'origine. 



(tittite OT~0, 
pour le point de contact situé k l'infini. 

Ainsi , U» diagonales HH" et H'W sont des tangentes .- en effet, ce sont les asyrop- 
totes de l'hyperbole. 

N. B. Dans l'hyperbole équilatère , on obtient 

puisque a=^b; c'est-à-dire que let atymptotes umt rectangulaires. 
TaïoRBifE 1. 
Les pùinU de la tangente à rkyperboU, à texcepion du point de contact, tant 
extérieurs à la courbe. 
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La forme de Téquation de Fhyperbole ne permet pas F^nploi de la méthode 
usitée pour le cercle et lellipse ; aussi faut-ii ici déterminer directement le calcul 
du trinôme 

fl«y* — Vx^ + a^h\ 

pour un point quelconque (or, y) de la tangente 

fl'yy' — t*^' = — «**• (T) . 

A cet effet , nous déduisons de (T) 

fc« (xx' — a«) 

ûy — : — > 

ay 

d^où 



b^(xx'—a?)^ j« { ) 

aY' «y* ( ] 

et, par suite de 

ay « — Vsi^ ^ — a^l^, 

flty«_fcix« + a«y=^ ^ ^^ >0 C.Q.F.D. 

Théorème II. 

Atu; seules extrémités de Vaxe transverse de Vhyperbole, les tangentes sont per- 
pendiculaires aux diamètres du point de contact. 

En effet , désignons par V Tangle formé par une tangente et le diamètre du 
point de contact , nous avons 

__ a — i 

ô étant la direction du diamètre ; puis , remplaçant « et d par leurs valeurs 

b*af y' 

il vient 

-«V' + Maf' 

^' (a« + b*) x'y' • 

Mais on a 

«Y* — **«'* = — a*b* et a* + J»« - c\ 
donc 

V «*^* 

Ainsi tg. V ne devient oo que pour y" ^ Oetaf ^=0; mais la seconde hypo- 



J 
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thèse est inadmissible , car on doit avoir numériquement 

x'>a. C.Q.F.D. 

Théorème III. 

Les tangentes aux extrémités éCun diamètre de rhyperbole sont parallèles. 

En effet , nous avons pour la direction de la tangente en (af, tf) 

Vx' 

et pour celle de Tautre extrémité ( — x\ — y') du diamètre , passant par le pre- 
mier point de contact, 

, b^ (— x') fr V 



./ » 



donc 

a = a C.Q.F.D. 

Théorème IV. 

Dans ChyperboUf le produit des directions y par rapport aux axes, dttne tan- 
gente et du diamètre du point de contact , est constant. 

La tangente au point {x\ y') donne 

b'x 

et comme ie diamètre du même point a pour directiou 

on déduit de ces valeurs 

b* 
oLd = - C.Q.F.D. 

a* 



l.<iO« La sous-tangente sur un axe, est la projection sur cet axe de la por- 
tion de la tangente comprise entre le point de contact et le point où cette droite 
rencontre Taie. 

Théorème. 

Zai sau&4angente sur un axe deVhyperbolé, est indépendante de cet axe. 

En effet , de la tangente 

a'hfy' — b*xx =^ — à^b^. 
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on déduit, pour l'sbscisse i l'origine. 



ISl. Soit \^, f) le point d'où il fout mener une tangente ii l'hyperbole 
(fig. 110) 

a?yt — b!>x* = — a*b* ; 

nous aurons, pour déterminer le point de contact (y, y'), 

i) tt»y^ — fc»x^=— flV et oV»' — ft*«'«' -= — «**' (2- 

Or, au lieu d'opérer comme dans le pro- 
blème analogue pour l'ellipse et qui nous 
conduirait à des résultats semblables; il est 
préférable, au point de vue de la variété 
de» méthodes , de construire les lieux (1) et 
(2) en {jf, iO, et comme (1) est l'hyperbole 
donnée, tout se réduit à fixer la droite (corde 
des centacU) donnée par la seconde de ces 
équations. A cet effet, posons 

^_0, J l !•= p =0T; 



et par suite , en joignant TT, on aura les points de contact H et H' des tangentes 
demandées, lesquelles seront KM et KH'. 

N. B. Cette construction analytique des tangentes aux courbes du second ordre, 
présente cependant l'inconvénient de ne point donner les conditions d'existence 
de ces droites, à moins de qualifier la droite (1) par rapport à l'hyperbole (S), 
ce qui ferait retomber dans le procédé suivi pour l'ellipse. 

Enfin , nous reviendrons encore sur cxtte méthode de la corde des contacts , lors- 
que nous traiterons de l'hyperbole rapportée i ses diamètres conjugués. 



La normale au point (x', y^ de la courbe 



UïrKIlBOLb ÉgUILAtÊU DU riËH DBS NORHALES. 



étant perpendiculaire à la tangente au point 
de contact, non» aurons 

Celte relation nous donne pour l'abscisse k 
l'origine (fig. ni) 



a:=[OS 

a' 

d'où, pour 3:""= ± 0, 
mimtpuTn numérique (te OS = — > c. 



Ainsi le point S n'est jamais situé entre les foyers F et V. 
Quant k la sout-normale sur l'axe transverse, il vient 



PS-OS— 0P = 
donnant, pour x' = ± a 



minimum numérique de PS = — ; 



ou la demi-corde conjuguée de taxe et passant par un foyer. Cette demi-corde est 
souvent appelée te demi-paramètre de l'axe. 



dm pied dea «orBial«a. 

1B9 <*''!, Soit (2", y") le point donné et (x', y") le pied de la normale ; i 



et, comme cette droite doit passer par (xf, jf"), 

ou 

a*» 

rx 
d'où, en développant. 

(b' + 6») j^ — a*ary — b^'x = (H) 

sera un lieu [évidemment hyperbole équilatère passant par le centre de t'byper- 
bole donnée et par le point donné (of , jf^] qui, par son intersection avec l'hyper- 
bole , donnera les pieds des normiales demandées. 
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Ainsi , on pourra, en gëhBral , tracer quatre narm^m du point f^, |D. 
N. B. Si le point {3^', ^ est snr un des axes, par exemple y'^-O, il vient 

c'xy — fl Vy = , 
d'où 

a'ar 
y = et x = — ;- ; 

c'est-à-dire que, dans ce cas, l'hypei-b(^ éqmlatère (fl) « réémt àtet «lynqMoM. 

Bcladoaa «■gBlmlrM entre la (angeBle, le* wmjmmm -wtiVUmr m A te mmnmàm, 

Thëorëhe. 

103. La tangetUe de l'hyperboU est bissectrice de l'angle des rayons vecteurs 
menés des foyers au point de contact. 

En désignant par x,i et3' les directions de 
la tangente au point M et des rayons vecteurs 
FM et FM; nous avons (Bg. 112) 



= ^.5 J— et d' = ^^—, 

a'y X — c « + c 



Ig.V- 






■''oVIl'-cl 

gy g' + c ftV— fflV'+ft'ca:' f>'(ej'+fl') 6- 

+ ay(j^ + «) 
toutefois aprÈs avoir réduit au moyen des relations hyperboliques 
d'y'' — ft'x'* — — a'é' et a* + ft" = c'. 
Donc 

tg. V=tg. V fit par suite V-=V'. C.Q.F.D. 

Corollaire. La normale de l'hyperbole est bisteetriee de Cangle formé par un 
des rayons vecteurs du point de contact et le prolongement de Fautre. 
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En effet, les angles FMS el SMR sont complémoatains de V et V, et comiae 

Vi^r ona PMS = SMR C.Q.F.D. 

€ ■— tw WI— , par IM teje**, 4e 1*; te»feai« •■ sa f ia» 4m rhfftwhal», 

104. Sur le rayon vecteur fflanmum 
FU (fig. 113) du point de contact donné, 
prenons MR » MF; HI perpendiculaire k FK 
sera la tangente demandée. 

En effet, MI est la bissectrice de l'angle 
FUfF, puisque le triangle HKF est isocèle 
par construction. 

Itttt. Soit I (fig. 113] la projection du foyer F sur la tangente TU ; prolon- 
geons FI ju»)u'à son intersection K avec le rayon vecteur FDI mené de l'autre 
foyer au point de contact M : l'égalité des angles IMF et IMK donne 

MF = HK; 

et par suite le point I est le milieu de FK, donc 

ÎOI - FK = F3! — MK - FTI — FM = 2(1 ; 

d'où 

01 -a. 

Ainsi , comme pour l'ellipse , le lieu cherché est ta circonférence décrite sur 
l'axe tranivene comme diamètre. 

Corollaire. Les projectiotu du foj/er ntr les atynpiotee sont les itUertectioni de 
cet droiteê avec le cercle précédent. 

N. B. La solution analytique de ce problème s'obtiendrait comme dans Tellipse 
ou , du reste , il suffirait de changer A* en — b'. 



1410. Du point T donné (fig. 114) comme centre, avec TF comme rayon , 
décrivons une circonfôrence , puis de l'autre foyer avec 2a traçons un second 
cercle ; soit K leur intersection : le rayon vecteur F'K donnera le point de contact 
M de la tangente TH demandée. 

En effet, de 



- Applications si:r l'hypbhbole. 
Hais, par construction, 
TF — TK; 
donc, TM perpendiculaire au milieu de KF 
est la bîssecirice de l'angle KHF, et par suite 
c'est la tangente en M. 
Du reste, pour un point P de TH, zixVte que 
I M , on a 

F'K>FP — PK ou 2a>PP — PP; 

donc, le point P est bien exténeur à l'hyper- 
bole. C Q. P. D. 
Disctssios I. Le poittt T est extérieur à rkyperbMe : on a 

TP — TF < 2fl ou TF < 2(1 + TF. 
D'un autre cdtë, le triangle TFF donne 

TF' > FP — TF et à fortiori TP > 2a — TF. 

Ainsi les deux circonférences se couperont en deux points K et K', et détermi- 
neront deta tangentes. 

II. Le point T est sur la courbe : alors 

TP — TF = 2a ou TF' = 2b-|-TF; 
donc les deux cercles seront tangents extérieurement; et par suite une tangente 
tttufue. 

III. Enfin T intérieur à l'hyperbole donne * 

TF' — TF > 2a ou TF' > 2a + TF ; 

et les circonférences extérieures, indiquent zéro solution. 

lO'y* L«t thiories précâdentas noua permettront de défelopper qaelqnu appli- 
catiotu. 

Th£ob6iib I. 

U fiqwtki l'u liTH lu l'upqUU Mt nt 11 itiHlriu tWTMtndut 1 h ttjtt. 

En effet, noue avons 

x = —, 
c 

pour r&bdue de la projection du foyer (c , o) de droite sur les aaymptotei 

b 

y= ± - X; 
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eu U droits proJeUnte de c« Toyer Mt 

V = T y (I — C). 

THËoneHE II. 
U Mmn 4'M Uijm i nt HjiifUU mt to tai-tn laiftnin. 
En comidérant l'uymptote 

y = — X ou ay — bx = d; 
il Tisnt , pour •« distuce no foyer {c,o). 

$ ~*^ = — - é. C. Q. F. D. 

— /flï+T» '^ 

Thêorëke III. 

U ililii rn tritî k 11 li^ituU U l'uni hy« nr im ujnftitt , tmI l'in tnuTttw. 

En affat , la projetante du foyer d« droite, sur l'asymptote 

b 
U= -X, 

a pour équation 

by +ax — oC'-'Q; 

et l« diataoce do foyer de gtncbe à cette dernière droite, vaut 

, — ae — ac iac „ « „ „ „ 



SooLiB. Ladiatance du centre a la projetante d'nn foyer aur une tuymptoU, vautUtlemi- 
axe Iratitverte. 

N. B. Le lecteur trouvera facilemeot une démonatration géométrique dea deux thio- 
rèmea précédent». 

Problème I. 
ttMtntnl'knaiWtéMtMtMutt, nl(j«, miiTafMa « nfriiKtlf. US). 



Soient F, LL' et M le foyer, l'aiymptote et le 
point donnéa; la distance FI vaut b. Menona par 
f, aymétriqne de F par rapport A LL", la droite fF; 
parallèle à lAJ, elle paasera par le second foyer. 

Ceci posé, anr le prolongement de F'f, prenons 
/'D =• PH : la médiatrice normale QF' de MD , dé- 
terminera le foyer P' par aon intersection avec /'F'; 



F'M = FD donne FTH — PM = F'D — ^D = FY « constonre ■= ' 
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£«B aiea 2FI et F' /'déterminent la courbe, même en poaition .puiaqoe l'exoentriciU FF 
ut tracée géométriquement. 



IMt IMliM 4a fuiUèU à m HmWt , H^rU* «tn U mrtt *t m «imMm , Mt ifili i b IWmm k 
h^ MCWfMint a iiitt rt 11 pmlUb naaNtn U Mnha. 

Gn effet, «oit [af, jf) un point de l'hyperbole 

aV — fc«a^ = — a«t»; 
noua aurona , pour la parallèle menée de ce point A une dea aaymptotea , 
b 

y — V^-ix-af]: 
et pour la portion de cette droite , comprise eDtre le point (x*, ^et an second point (x,jr) 

j< _ (1 - jO' + to - kT - ^^-^' (i - aO • = ^ (i-iT. 

Mail le aecoad point étant «ur la directrice de droite , on a 



et par suit* inumén^uement) 



-5(^H' 



Problëhe II. 
la 4ait M iMH u fùA, ait lincltiu et ma ujm|tgl« !tig. 116). 

L'intersection I de ladirectrice et de l'asymptote 
étant la projection du foyer snr cette Atfnien 
droite, donc IF perpendiculaire a LL' puaera 
par le foyer F. Ensuite MK limitée A DD'eti«a- 
rallôls a LU étant égale à la diatance du point If 
au foyer F, ce dernier est déterminé par l'inter- 
section de IF avec la circonf^^Dce ayant H et HK 
pour centre et rayon. 

Bnfln FO perpendiculaire à DD' donne la posi- 
tion de l'axe trAisverse qni a pour longueur SOI > 
tandis que l'axe ima^naire vant 3FI ; et par suite 
la courbe est parfaitement déterminée en grandeur 
et en position. 
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Problème III. 

BMn IM kypiiMt muiwit n liyv. nt tofiite it n» aimt«U M. 117). 

Les projections f et /*' du foyer F sur l'asymptote 
LU et la tangente TT' donnent deax point ^ et ^ 
de la circonférence décrite sur l'axe transverse 
comme diamètre; et par suite la médiatrice per- 
pendicolaire & la corde ff coupe l'asymptote 
LU an centre 0; ce qui détermine X excentricité FF', 
L'axe transverse 20/" et t*axe imaginaire 2F f. 

Problème IV. 

luerire u euré dus oi« kyptrktto (fig. 108). 

Soit 

ay — b*x^ — — a*b* 

l'hyperbole rapportée à ses axes ; pour le sommet 
F dn carré , nons anrona 

ay« _ bhf* — — aW. 

Ainsi, comme dans FeUipse, les sommets du 
carré seront les intersections de la courbe avec les 
bissextrices des angles formée par ses axes; mais 
comme on obtient 

ab 

f/b* — a* 

il fiuit «n coBcIare qne le problème n'est possible que pour le$ hyperbolet dont Caxe tram- 
vent est moindre que l'axe imaginaire; et dans ce cas il vient 

surface du carré inscrit "= -^ ;, 

0* — ft* 

Problème V. 

luvin , lot nt hjfMMi , n trinil* HiUitétil int u In iMé |MM |ir k Mibe. 

Soit 

«y — i»«» == — o«é* (H) 

lliyperbole rapportée ises axes, («*, y*), {—xf, — ^eH*, () les trois sommets da triangle 
demandé; noas avons 

«y — ft*af • — — «•** (1), 

a»p' — 6V = — o«6' (2) , 

(y'__(_y)]«+[x'-(-aOT-(»'-P)'+(af-«)' o» 3»'»+3af'=-2^-î«a!'+«'+(3., 
(^-|3)« + («'-«)• ==(-»'-pr + (-a^-«)' «>«» P»'+«a!'-0 (3); 
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et cette dernière relatiogii réduit la précédente à 

S»'* + Sx'* = a. + |3« (4). 

Ceci posé, en éliminant (af, y*) entre (1), (3) et (4) on aura un lieu en (x, f) qui coupera 
(H) au sommet (», fi). Or, (3) et (4) donnent 

3t('*=a« et 3«'* = .S% 

d'où , pour (1) , 

fr«|3« — aV = 3a»6« (9); 

c'est-à-dire une hyperbole dont Yaxe transverse est sur OY, semblable & (H) et non homo- 
thétique. Or, W peut être remplacée par [ W + (2) 3], ou par 



(fr* + 3a«)(3«-(a* + 3**)a«=0 donnant g = i: «y y [J^g^, 



(?') 



représentant une double droite passant par l'origine; lesquelles ne couperont (2) ou (H) 
que pour 

a < b. 

'D'un autre côté, si nous éliminons (a, 0) entre (2) , (3) et (4), on obtient 

coupant (1) ou (H) aux sommets {x\ y') et (— a:», — y'); mais ('!') peut être remplacée 
parl(l) + (4')],d'oû 






(f); 



c est-à-dire par une double droite passant par l'origine : lesquelles ne peuvent rencon- 
trer (H) ou (1) que pour 

a <b. 

Ainsi le problème ne sera possible que pour les hyperboles dans lesquelles t*axe imn- 
ginaire sera plus grand que celui transverse, 

N. B. Le lecteur a probablement déjà remarqué que (^') n'est autre que le côté dia- 
métral du triangle cherché. 

Problème VI. 
NUndMrteUMdMtoitrttfescnrbeidiMaoïAwdnwimtrifMtetajaili^ tiaiatet wuniM(li|. 118). 

Soient T, T', C les tangentes et le centre de ces courbes. Si maintenant F est un des 
foyers cherchés , ses projections fetf sur T et T' donneront 

Cf=Cf'. 
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Or, en tnçut CX ai CT pftrallMM aui tângentM, 
nom aaroiu 

Cf-^Cr + ff — iTf.fQ; 






doù , en déBignant par a là demi-axe traniverie Cf 
et (lia distance du centre Cala tangente T, 



CF' = a" + FQ*.— d*. 



On aurait de même, d' étant la distance du centre 
CàT, 



CF' = o' + FQ'' — <f'; 

at par anite 

Ftt' — FQ- - d* — <f • [i). 
Or, en prenant CQ et CQ* parallèlaa & T et 1 T' comme axea coordonuia , on a 
FQ — FS sin. FSQ = x sin. 9 et FQ' = FR sin. FRQ* — y sio. I 

l'où , en tubatitnant dans (1) , 

<f ' — d' 
sin.* 6 



-X' = 



{?)■ 



Ainai le lien eat une hyperbole équilatire ayant le point C pour centre. 
ScouB. Conitruire ta foyert ifune courbe à centre tbt teeond ordre, dont on eomuiit le 
centre et trou tangente*. 

Cea foyers seront les pointa d'intersection de trois hyperboles iquilatires , conatruites 
d'apris le proUème précédent et en prenant ces tangentes deux A denx. 



iHlMIl liM*IMMMl'aa^lMtlM(MilMtta|MlllHhT|MM>«trwlNTHbllMTlllli 

•NlMU Ml !■!«(• 1 Ds illl|M qat M |mUn it H ftoiNt iN Htan UM fH l'h^Khilt (ti|. US), 

D'abord les sommete A et A' sitnâs snr l'axe tranaverse des deux courbes lont bien 
des pointa du lieu demandé ; enanfte lea tangentes anz eztrémitéa B et B' du second axe 
de l'ellipee donneront chacnne un couple de tangentes à l'hyperbole, déterminant deux 
points évidemment placés sur OY et symétriqnea par rapport an centre. (Nous trouve- 
rons B et B' pour ces points). 
Ceci posé soient 



E) a'y' + b'x' ^ a'6' et «'y' — b'x' = — a'b' 



(H 



JGS EURCLCKS. 

les équations des deux directrices ; de plus , la tuigante 

"W — fr'^ "= — ^*' 
«D un point (:£', ^)de l'hyperbole doit passer par le poiift {*, P)du lien.cdiWBM :ilimc 

a*^y' — é'oj;' — — a'b' ou a'^y — b*xx => — a»6' 

caractâriee bien la cerde des tangentes menëes par (a, fi) au lieu dir«ctenr (9), 

Or, c«tte droite des contacts , mise aonp 
la forme 



donne, pour les absciuea de b«b intersec- 
tions avec (B), 



et, comme «es Taleon dolTmt éti« égales , 



d'où , en remplaçant c et d par leurs yaleura , 

o'3' + t'a' "= a'b' (f), 
c'est-à-dire Vellipst directrice etle-même. 

SooLiK. Réciproquement Vltyperboie (H) est U lieu du sommet d'un angle dont let càté» 
tangents à (E), déterminent det cordes de contact tangentes à (H). 



V Un triangle est inscrit dans one bn>erbole ; deux de ses c3tés ont dei directions inva- 
riables; quel est le lieu du milieu du troisième cOtét 

80 Sur l'une des diagonales d'un rectangle , prise pour corde , on ddcrit un cercle ; quel 
est le lien des extrémités des diamètres parallèles à la seconde diagonalet 

g/> Ëtftnt donnés nn angle et un point fixe , par ce point on mène une sécante quelconque 
et, par las pointa où cette sécante rencontre les cStés de l'angle, on trace des droites roa- 
pectivement panJélles i, ces cStéa ; quel est le lieu de Tinteraection de ces parallèles t 

4» Toute hyperbole équilatère circonscrite & un triangle, passe par le point de rencontre 
denhantetira. 
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Considérons rhyperbole rapportée à ses axes 

aY — b*x* = — a*b^ (H) , 
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et une corde ayant m pour direction; en transportant Forigine au milieu (x, , y^) 
de cette corde , nous aurons 

et par suite , pour les abscisses des points d*intersection de cette corde passant 
alors par Torigine , 

«• {mx + y^y — b'{x + x,y + a'b* « 0, 
ou 

(a*m* — fc") x* + i (a^my^ — 6*x,) x + (a»»/ — b*x,* + a^b*) « 0. 

Or, cette relation doit évidemment donner pour x des valeurs égales et de 

signes contraires ; donc 

a*mjf, — b*x^ = 

sera Téquation du milieu (x, , y^) d*une corde quelconque, admettant m pour direc- 
tion ; ou , en omettant Taccentuation , 

b* 

Ortn 

Ainsi , comme dans Tellipse , les diamètres de Thyperbole passent par le centre ; 
mais on ne peut ici conclure que toute droite menée par ce point est un diamètre, 
car pour 

t ., . * 

TO « ± — il Vient y ^^ ± — x\ 
a a 

c'est-à-dire que le diamètre correspondant serait parallèle à ses cordes conjuguées, 
ce qui est physiquement absurde. Du reste, le lecteur aura déjà reconnu que ces 
prétendus diamètres se confondent avec les asymptotes. 

Théorème I. 

Le frroduit des directions^ par rapport à un axe, dun diamètre de Vkyberbole et 
de sa corde conjuguée ^ est constant. 

En effet, m étant la direction d un système de cordes parallèles, on a, pour 
celle du diamètre correspondant, 

(î«4-- d'où m$^-^ C.Q.F.D. 

a^m a* 

Théorêmb II. 

Les cordes d^un diamètre de rhyberbole sont parallèles à la tangente menée par 
V extrémité de ce diamètre. 

Car nous avons trouvé ci-dessus 

«9 = — et mi = -- 
a* flt 



Cordes supplémentaires de l*myperboie. S6o 

pour les directions de ces trois droites ; donc 

y m = S. C.Q.F.D. 

Corollaire. Par suite de la définition des diamètres conjugués, on a égalenient* 
pour un système de deux de ces droites , 

^a' = *-; 

et, comme on ne peut avoir 

J^ - — 1 , 

on en conclut que Thyperbole , comme Tellipse , n'admet qnk'un seul système d'axes 
conjugués. 

Théorème III. 
De deux diamètres conjugués de rhffperbâkj un seui reui:ontre la com'be. 
En effet, les diamètres conjugués 

y ^dx et y ^== i'x 
donnent pour leurs intersections avec Thyperbole, rapportée à ses axes, 






3* ^ - — a' 



t 

et la relation de condition 

implique que tune de ces abscisses eM imaginaire. C. Q. F. I). 

N. B. Les valeurs de x deviennent infinies par ia direction des asymptotes. 

Iles cordes mippléiiieiiUiIrea* 

l^O. De même que pour Fellipse, on appelle cordes supplémentaires de Vhy- 
perbole, les cordes qui partent d'un même point de la çov/rbe et aboutissent nux ex- 
trémités dun même diamètre. 

Théorème I. 

Le produit des directions ^par rapport à un axe, de deux cordes supplémentaires 
de r hyperbole y est constant. 

Désignons par y et y les directions de deux cordes menées d'un point (i», y\ de 
rhyperbole aux extrémités (x\ y') et ( — ai, — y') d'un diamètre de cette courbe ; 
nous aurons 

y — y' 

y^ x-x'' ( ». ) ■ . f — 9'' 

dOU < yy ss 



y + y\ ) ^' ^ — Sl' 



a 



\ 
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par suite des relations 

ay — ftV = — a*ft« et «V» — fc*af* = — a*ft\ 

combinées par voie de soustraction. 
Réciproquement : l^* Si pour deux cordes tirées £un même point de Vhyperbole 

b* 
onaYi ="-\^ l^urs secondes extrémités seront celles dun diamètre. 
' ' a 

2^ Si pour deux cordes tirées des extrémités dkun diamètre de Vhyperbole on. a 

b* 
yy i=. -j, eUes se couperont sur la courbe, 

« 

Théorème IL 

Deux cordes supplémentaires de thyperbole sont parallèles à deux diamètres 
cofijugués. 

En effet, b* : a* est le produit Sd' des directions de deux diamètres conjugués 
et celui yy de deux cordes supplémentaires ; donc de 

7 = 5 on déduif y = ^. 

Théorème III. 

Langle de deux diamètres conjugués de Vhyperbole n'est assujetti à aucune 
limite. 

En effet, appelons V cet angle et considérons les cordes supplémentaires 
menées d*un point de la courbe aux extrémités de Taxe transverse; nous aurons 

_» y_ 

X — a a; + a 2ay 

tg. V ^ 



, y» x^ + y^ — a' 

Or, rhyperbole, rapportée à ses axes, 

«y — b*x^ = — a*ft" donne (x* — a') ft* = ay ; 
donc 

c^ 
et y peut passer par tous les états de grandeur. G. Q, F. D. 

Problème. 
Construire deux diamètres conjugués de Vhyperbole et formant Vangle 0. 

Sur un diamètre comme corde, on décrira un segment circulaire capable de 
Tangle 6, ses intersections avec la courbe donneront des points qui, joints aux 
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extrémités du diamètre, détermineront deux cordes supplémentaires formant les 
angles 9 et 180 — S ; et par suite les parallèles menées par le centre à ces cordes, 
seront les diamètres demandés. 

N. B. Il y aura évidemment deux systèmes de diamètres, à moins toutefois 
que 6 = 90*, d'où 180*» — 6 « 90 ; c'est-à-dire qu'on obtiendrait les axes de 
symétrie de la courbe. 

Théorème IV. 

Le diamètre du point de contact d^une tangente parallèle à une corde supplémen- 
tairey est parallèle à Vautre corde supplémentaire. 

En effet, de ^ 

,. } on déduit, pour a = y, y' =^(J.... C.Q.F.D. 

Problème I. 
Tracer une tangente parallèle à une droite donnée. 

On tracera deux cordes supplémentaires dont une parallèle à la droite donnée, 
l'autre sera parallèle au diamètre du point de contact ; et par suite de la détermi- 
nation de ce diamètre, on aura facilement la tangente. 

N.B. On peut encore tracer une corde parallèle à la droite donnée et en déduire 
le diamètre du point de contact de la tangente demandée. 

Voici, du reste, une construction géométrique très-simple : du foyer F' comme 
centre , décrivez une circonférence avec ia pour rayon ; puis du second foyer F 
abaissez une perpendiculaire sur la droite donnée. Les médiatrices , parallèles à 
cette dernière droite, des distances du foyer F aux points où cette perpendiculaire 
coupe le cercle , seront les tangentes demandées. 

Cette construction , également applicable à l'ellipse et avec certaines modifica- 
tions, à la parabole, est due à MM. Briot et Bouquet. 

Problème II. 

Déterminer le centre d'une hyperbole tracée. 

A cet effet, on mènera deux couples de cordes parallèles, les diamètres conju- 
gués de ces deux couples donneront le centre par leur intersection. 

H jpeMh€ »lc rapportée * •«• dlanaélre* ett«J«0Hé». 

ITO. L'hyperbole rapportée à ses axes est 

a«y« — 6'«« « — a*é« (H) ; 



■ 
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dêduisôns-en Féquation aux diamètres conjugués : à cet effet, soient a et a les 
angles formés par ces derniers avec Taxe transverse , il nous faut changer 

X i ( X COS. OL + y cofB. ûl\ 

{ en J . , . , 

d*où , on déduit pour (H), 

(a^sinV— ft*cos'a')y*+2{a'sinasina— 6*cosacosa)a^4-{«*sin*a— 6V»sV)«*==-T0*fr^ 

Or, la forme (H) devant rester la même, on a 

fl* sin. a sin. a — é* cos. a cos. a = (1), 
ou 

tg.atg.a'=- (!'); 

Ùr 

c^est-à-dire la relation entre les directions, par rapport à Taxe réel , de deux dia- 
mètres conjugués. De plus (1) indique que pour 

a sin. 0^ ^ à cos. a on doit avoir a sin. a ^ 6 cos. a\ 

Ainsi Féquation de la courbe , par rapport à de tel^ axes , est 

(a* sin.* a' — J* cos.* a) j^* + (a* sin.* a — fc* cos.' a) x^^ — a *&' ; 

et comme les coefficients des carrés des variable sont de signes oontk*aires , un 
seul diamètre rencontre la courbe (ce qne nou^ avons déjSi démonlré) ; et m lé 
praiant pour ligne des abscisses , nous avons 

a sin. ûL < b cos. a d'où a sin. a > b cos. a', 

et par suite, en désignant par a' et b' t/^ les longueurs des demi-diamètres 
dirigés suivant OX et OY, de 



y - 0, ^^^ . (a» sin.« a — b^ cos.« a a'* -= —««6» 

^ 5 on déduit ],..., ,, . ^ i,. 
X « , ) ( (a« sm.« a' — ft» cos.* a) i * =« a*é* 



En substituant dans Téquation de la courbe les valeurs des coefficients des 
carrés des variables , déduites de (3) et (3) , on obtient 

a'Y — ft'V = — a'^A'* (H'). 

ScoLiBS I. Deux diamètres conjugués sont toujours parallèles à deux cordes sup- 
plémentaires. La rAoiproque ^t vraie. 

II. n existe une infinité de diamètres conjugués, car toute valeur attribuée à a 
dans (!'), en détermine une pour a ; toutefois en omettant le c^s de la direction 
des asymptotes. 



DiAMÈTRBS CONJCGUtift INÉSAUX DE L*HT»EEBOLB Vt)LGAIIl&. 

III. L'kgperbole n'A que deux axes de symétrie. En effet 

réduit (1) à 

{a* + b*) sin. a C06. a ^s ou sin. a cos. a »» ; 
c est-à-dire qa*il faat avoir 

sin. a = 0, \ / a =» 0°, =» 180% 

ou > donnant < ou 

COS. a = 0, ) ( a = 90*, ^ 270« ; 
donc les axes coordonnés primitirs. 

IV. L'hyperbole vulgaire a ses diamètres conjugés inégaux. 

En effet 

a =- *', 

donne , (2) et (3) , 

« 

a* sin.* a — b* cos.' a =* — a* sin.* a + 6' cos.' a ; 

doù, en éliminant les cos, 

2b* 
sin.^a + sin.V-^p-^; 

alors (1) devient, en transportant un terme et élevant au carré, 

b* 

sin. 'a sin.V = — > ; — . 

(a* + by 

Donc, sin.^a et sin.^a' sont les racines de Téquation 

2ft* 6' 

"jTfci ^+ {ây+b*) 

et par suite 

sin.'a = sin.V d'où cos.*a = cos.V, 

et 

tg.«« =« tg. V. 

Or, d après (!'), tg. a et tg. a doivent être de même signe; donc 

oc =^ a\ 

c est-à-dire qu il n'y aurait plus d'axçs coordonnés , ce qui est absurde. 

N. B. Plus loin, nous verrons que dans ïhyberhole éqtUlatèrey les diamètres 
conjugués sont égaux, 

ITl. Remarques. L'équation 

a'V — *'•«' = — a''b'' (H') 



Z'-^TT^iZ+^^T^^ 
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de rhyperbole aux diamètres conjugués ne différant de celle aux axes que par 
Taccentuation des constantes, il en résulte que les propriétés indépendantes de 
rinclinaison des coordonnées seront communes aux axes de Thyperbole et à ses 
diamètres conjugués. Ainsi 

I. Les carrés des ordonnées parallèles à un diamètre sont proportionnels aux 
rectangles des segments soustractifs qu'elles déterminent sur son conjugué. 

II. La direction de la tangente au point (\\ y) sera 

et VéqiuUion de cette droite 

a'^y' — V^xai = — a' V* ; 

de plus 9 on aura 

jjt a't 

SOUS-TANGENTE = ; 

et pour la positon Umite des tangentes 

b' 
a 

c'est-à-dire que les asymptotes coïncident avec les diagonales du parallélogramme 
ayant pour côté les parallèles aux diamètres conjugués et menées par les extrémités 
de ces derniers. 

III. L'équation du diamètre des cordes ayant m pour directiony sera 

d*oU 

md « — - ^ 3S' = yy = ad : 
a* ' 

àf S\ y, y et a étant les directions des diamètres conjugués ^ de deux cordes sup- 
plémentaires et de la tangente à l'extrémité du premier diamètre^ 

Pôle it polaire de l'hyperbole. 

lT5d« Soit (xf\ y") les coordonnées d'un point et 

rhyperbole rapportée à deux diamètres conjugués ; en désignant par {x\ f/) le point 
de contact de la tangente tracée à la courbe du point (sf\ y") , cette tangente sera 

a'^yy' — b'*xxf ^ — a'V\ 
et , comme elle passe par (x^\ y") , 

a'y V — fr Vx' « — a'«6'* ou aYy — V*x''x -= — a'*'b'^ 



Relations bntre les axes et les diamètebs conjugués de l'hyperbole. 271 

sera la corde des contacts. 
Or, cette corde donne pour ses coordonnées à Torigine 

et de ce que la première est indépendante de }f\ on reconnaît que , si par les 
différents points d'une droite (ici parallèle à OY) on trace des tangentes à une hyper- 
bole ^ les cordes de contact se couperont en un même point situé sur le diamètre 
conjugué de celui qui serait parallèle à la droite donnée. 
La réciproque est vraie. 

Co — tr ac U oa de l'hjperbole wbjc dtamètres co^Jogiiés* 



ITd. La conformité des équations aux axes et aux diamètres conjugués 
d*une hyp^bole, fait reconnaître que ia' et iV désignant deux diamètres conju- 
gués et 6 leur angle, il suffira de construire comme si 2a' et ib' étaient les axes 
de symétrie, de conserver à chaque ordonnée sa longueur et de Fincliner sur M 
de 9, puis de joindre toutes leurs extrémités par un trait continu. 

1T4. Les deux théorèmes suivants et (1) ou (i') du § 170 servent à résoudre 
tous les problèmes relatifs aux axes et aux diamètres conjugués. 



Bclatlona eaire les mwallélognuamee de deo» dUunètree em^agaés 

et les ettrrée de ees derniers. 

Théorème I. 

Le parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués dune hyperbole , est 
équivalent au rectangle des axes. 

En effet, combinant (2) et (3) du S 170 par voie de multiplication, on obtient 
[a<sin.«asin.»a'— aV(sin.«aœs.«a+sin.*aœs.*aO+**cos.*acos.«a>'V«==-wi^ft<. 

Mais (1) donnant, en élevant un carré et transposant, 

a* sin.* a sin.' a + b* cos.' a COS.* a == + 2 fl*t* sin. a sin. a cos. a cos. a\ 
la relation précédente devient , après division par a*b^ et changement de signe , 

(sin.* a' COS.* a — 2 sin. a sin. a cos. a cos. a' + sin.* a cos.* a*) a'*b'^ «= aV, 

ou 

(sin. a COS. a — sin. a cos. «0* a'*ft^ «» a*ft* ; 

et par suite, en multipliant par 4 et après avoir extrait la racine carrée, 

4 a'b' sin. (a — a) = 4 afr C. Q. F. D. 
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Théorème II. 

La différence des carrés de deux diamètres conjugués de F hyperbole^ vatU la 
différence des carrés des axes. 

De réquation (2) du § 170 nous déduisons . 

Sin.' a « -—7-- et COS.* a es — -: 

fl'« («« + fr«) a'« (a« 4. ft«) • 

et, comme (3) du même § peut s'écrire 

(a* sin.« a' — b^ cos.« «0 (— ft'*) = — aW , 
on obtient , en changeant dans les relations précédentes a en a puis a'* en — V* , 

sm.« «=" ..,,, , ^, et cos.«a' = r— -— — -; 
b*{a* + b^) 6* (a* +4*) 

et par suite, en substituant (§ 170) dans (1), après avoir transposé un terme et 
élevé un carré , 

^ fe< (q-î — fl») (y» 4. g») fr^fl* (a-« 4- y») (y« — y> 
. ^' a'V- (a* -I- *•)* " »'•&'•(«■ + *•)* 
d*où, en réduisant, 

^ a'«_y««:a« — fc« C.Q.F.D. 

Corollaire. Soit a « fr, alors 

a' « y. 

Donc, dans ChyperboU équilatère les diamètres conjugués sont égaux; et par 
suite , elle est parmi les hyperboles ce qu'est le cercle parmi les eUipses, 



Rélatloiis entre les axes 9 les dlunètree mmmi mfgaém A leurs 

iBellaaisons mataenes* 

ITH. Les équations (1), (3) et (3) du § 170 permettent de résoudre toutes 
les questions numériques relatives à ces droites et à leurs inclinaisons mutuelles ; 
mais il est préférable de leur substituer les suivantes 

tg.«tg.a'=-- (!'). 

o'i'sin. («' — «) «ai (20, 

«'« _ y» «= a« — é» (3'); 
car elles sont évidemment plus simples. 
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1T3« Voici quelques applicationa complètement déyeloppées. 

Théorème. 

Im lin «niki wmitri|ut il MOMri ordre tart 1« axN iiiiiilMU M p^^ 

iiMiètniiMiifi^^l*F*"ûèr»* <k**»^^ rM^eetifflatit parlecirré diiiniAtre d«Us«Mide, erapritiir 
la ■!■• liiMtiM . ait ne fuiUU emtaito. 

* 

Considérons Tellipse et Thyperbôle 

E) aY + **«* = (»'** * Ay — Wx* ==1 — A^B* (H ; 

et soit un système de diamètres coi;uugué!< 

fi) y^à(r, y = — —x . d) 
de (E); nous aurons, pour les extrémités du premier, 



et pour sa demi-longueur 

En changeant dans cette relation la direction do {d) en celle de ((/') , on obtient, pour cf 
roniugué. 

Ceci posé, si nous désignons par 2 A' et 2B" les diamètres de Thyperbole qui sont cou- 
chés sur ceux de l'ellipse , et qui ne seraient conjugués qu'autant que les courbes seraient 
semblables de forme et de position ; nous aurons facilement A'* en changent dans (/?' *) , 
a* en A* et ^> en — B>, d'où 

A«BML±il) 

pour B^*, il faudra éridemment remplacer ^ par dans cette dernière valeur, d'où 



B"« 



A>B* (a*<î» + *•) 



Bnfin , nous avons 

Â^ + B"« *" A*B« {a*i* + *') "^ A«B* {a*d* + *«) ~ A«B« (a«a* + i«) 
et, en simplifiant, 

- — L. - — »r C F D 



r 
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Remarque. Si la seconde courbe eut été une ellipse, on aurait obtenu 

A's+ B"« ~ A" "*■ B» • 

et 

a'* b* a* h* 



A* B^'* A* B' ' 

pour le cas de deux hyperboles. 

Problème I. 

Qael Mt !• liei des extrèaités des diaaètres ioifiiiim d'u« hyperkle. 

D'abord les extrémités de Vaxe imaginaire sont déjà deux points du lieu cherché. Ceci 
posé , soit 

ay — b'x* = — a'b* (D) 

l'hyperbole donnée; nous aurons pour génératrices 

G) a:« + y« = 6'« et y - tg. a. a; (G'; 

«' étant l'angle formé par le diamètre imaginaire 2b^ et cox^ugué de 2a\ avec Taxe trans- 
verse de la courbe. 

Mais nous avons trouvé, en passant des coordonnées aux axes à celles déterminées par 
les diamètres coi^ugués 2a' et 2^', 

(a* sin.* a' — ft" COS.* a') ^ ' ' 

donc, il ne reste plus qu'à éliminer les constantes variables a' et b' entre (0), (O') et (1). 
Or, (G') donne ' 

y* X* 



sm.« a' — — =T--^ et COS." « 



x^ + y^ X. 4- yi 

d'où , en substituant dans (1) et faisant emploi de (O) , 

aV (a:* + «*) 

Cette dernière fonction , débarassée de la solution étrangère 

ou de l'origine, donne 

ay — b*x* = a*i' ((p). 

pour le lieu demandé; c'est-à-dire une hyperbole , admettant les mêmes asymptotes que 
(D) et pour diamètres imaginaires ceux réels de (D) ; et pour cette double raison elle est 
dite la conjuguée de la proposée. 

RsBfARQUB. Le. lieu (4*) considéré analytiquement , c'est-à-dire indépendamment des mo- 
tifs actuels de sa détermination, se compose de l'hyperbole (9) et de l'origine [centre de (D)] 
des coordonnées. Ce point isolé prend \e nom de conjugué et sa conception géométrique 
peut résulter de cette idée d'un plan tangent à une surface en un certain point et coupant 
cette dernière suivant une ligne ne passant pas par le point de contact. 



ËXKRUGES. ilù 

Problème II. 



BiUniMr b liai it riitertMtiM iM taïf ratM Miéai i iM hyftrMi tt A n Miji^ 
taz finttni Mijifiéi. 

La génération donne spontanément pour pointa spéciaux , les sommets du rectangle des 
axes des deux directrices. 
Soient maintenant les hyperboles données 

H) ûV — b*x* « — aW, ay — ftV «= a'b* (H'. 

En désignant par {x^j^ et {xf^, y^) les origines de deux diamètres conjugués, nous 
aurons 

G) a^' — b^xsf ^ — a^b* et à^yf — b^xsf ^ a*b* (G' 

pour les tangentes génératrices ; et 

1) a^^ — b^'*~ — à'b^,aY^—b*x''*^a*b^ (2 

pour caractériser la position des points de contact de (O) et {(F). 

D'autre part, les tangentes étant parallèles aux diamètres coi^ugués et ayant pour 
directions if : af ainsi que ^ : x'', il vient 

ï^ — ~ OU iaVîT — îftVaî" = (3) ; 

et par suite en éliminant les constantes variables entre (G) , (O') , (1), (2) et (3) on obtiendra 
le lien demandé. 

Or, (1) + (2) + (3) donne 

«*(*' + »")* — *Ma:'+a:^)' = ou a(y' + f) ^ T b (x' + x") (4); 
et, en i^outant (G) et G'), on obtient 

«•»(»' + tf") = fr*^(^' + «") (5). 
I! suffit de combiner (4) et (5) par voie de division pour avoir 

ay = T bXy 

et par suite 

b' 

a 

c'est-à dire que tieu demande n*est autre que le système des asymptotes communes atix 
deux hyperboles conjuguées. 



. lo Quel est le Heu du centre de la circonférence interceptant des longueurs données sur 
les côtés d*un angle donné? 

2<> Etant donnée une ellipse , on trace deux diamètres conjugués quelconques ; quel est 
le lieu de l'intersection de l'un d'eux et de la projetante d'un point fixe sur l'autre? 

do Etant donné un arc d'hyperbole , décrire la courbe. 

4^ Tout quadrilatère inscrit & une hyperbole et dont une diagonale est un diamètre, a 
pour seconde diagonale une droite parallèle aux tangentes menées aux extrémités de ce 
rliamètre. 



X. 



Étade des i^roprlété* dc« coarbes dm «ccoiid ordre. 
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II. Les portions de sécantes à Thyperbole, comprises entre la conrhe k letf 
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proportionnel entre les segments déterminés par la. courbe k les asymptotes de 
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mètres conjugués. — Hyperbole rapportée à ses asymptotes. — Tangente aux 
asymptotes. — Applications développées. — fixeroiees. 

Des asymptotes* 

ITT. La théorie généi*ale de Tasymptotisme rectiligne appliquée aux courbes 

du second ordre, nous donne 

b fr' 

y=±-ir ou y=±-x, 
a a 

pour les équations des asymptotes de Thyperbole rapportée à ses axes de symé- 
trie ^u à deux diamètres conjugués. De plus, nous avons reconnu antérieuremem 
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que ces relations ne sbnt que la trans- 
fonnée de l'équation de la tangente, 
lorsque le point de conUct est situé k 
nnfini. 

Du reste, nons pouvons établir direc- 
tement que les droites précédentes sont 
bien celles des asymptotes. En effet, 
(11g. ISO) si Sa et S» désignent deux 
diamètres conjugués quelconques {ce$ 
droite* fevvent être Ut axet de lymé- 
trie), et que nous y rapportions Ibyperbole; nous aurons 



(l'ofi 



D'un autre cdlé, la diagonalti OH dn parallélogramme des deux diamètres con- 
jugués donne, pour la même abscisse OP, 



et par suite 



MN >= PN— PM - - î x—i/^- 



t + V^i 



Or, en disant croître x depuis a jusqu'il ±00, la valatr de BIN déeroU jus- 
qu'à téro. C. Q. F. D. 

REMABQtiE. Ainsi, nous .retrouvons ce ait géomé&iqne déjft énoncé : Let 
atymptotei £une hyperbole coineident avec let diagonales des paraBélogramma* 
f&rmét iur deux diamètre» amjvguéi et Uur angle. 

Tmtoiitint I. 

TmU tangenu à ChyperboU et ttrminée aux âtga^Mtèt ttt iimatt, f» la 
point dt contact, en deux partie* égaie*. 

En effet, la tangente au point fi (6g. 130} 

x~a, 

donne , pour ses parties limitées aux asymptotes , 

BH«6 et BH" — — ». 

RexARflues I. La tangente en un point quelconqn^ B t'Abtienâni èfr tlW^nt Bt 
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parallèle à une asymptote ; puis on prendra, sur l'autre asymptote OH", IH'^^OI ; 
et H"'B sera la tangente en B. 

II. Pour déterminer la longueur du diamètre conjugué des cordes parallèles à 
BH . il suffira de tracer HH' parallèle i OB et on aura 

HH'—2o' tandis que HH'" = 2*'. 

THËOaËXE II. 

Les portions de sécantes à Vkyperbote compriset entre la courbe et les asymp- 
totes, sont égales. 

En effet, d'uu c4té le diamètre OP de la corde MM', déterminant le point B 
de contact pour la tangente parallèle à HM', donne 

BH =. BH". 

D'un autre cAté , dans le triangle NON', la parallèle HH"' à NN' est coupée par 
OBP de telle sorte que 

PN : PN' :: BH : BH'". 
etdeBH»BH'"ondéduit 

PN - PN' ; 
ilonr 

PN - PM - PN' — PM . 
ou 

MN = M'N' C. 0. F.-D; 

N. B. Nous engageons le lecteur à démontrer le cas où le diamètre de la corde 
correspondant à la sécante serait imaginaire. 

.. , Théorème III. 

Tant demi-diamétre de Vkyperbote est moyen proportionnel entre Us segmeiUs 
àitermin^s par ta courbé et tes asymptotes sur ta sécante parotide à ce diamètre. 

. Désignons par 2a' et W. deux diamètres 
conjugués auxquels nous supposerons la 
courba -rapportée (fîg. 122); 

a''y — t''x' -=■,— a''fc'*, 

b- 



seront les équations de l'hyperbole et de ses 
asymptotes. 
' Ceci posé, nous aurons 

PM'= 



HVPBUBOr.E RAPPOmlE A SES ASYMPTOTES. 

l>our les ordonnées de la courbe et de l'asymptote corres|>oadant 5 i 
î OP ; d'où 



(PN 


+ PM)(PS 


-PM). 


.*■■. 


PX + PM - PN- 


+ PM = 


MX 




PN-P.M 


-MN.; 






MN'. MK 


= b'\ 






Tkëoiuime IV. 





L'aire du parallélogramme formé par kg asymptotes et les parallèles à ces 
Ugnet par un point quelconque de la courbe, vaut la huitième partie du rectangle 
de* axes, ou du parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués (û%. 125). 

En effet, soit OX el OY deux diamètres 
conjugués dont l'un passe par le point M de 
' f hyperlAle ; en traçant MP et MQ parallèle 
aux asymptotes OB et OÀ ; nous avons 

OPMQ J 20MP J OAM . 
car OP = PA. 

Mais ■ 

OAM J -lOMAE'J JABCD. C.QF.D. 

M j pt i h éUi rapportée * ■«• BaTNV****** 

17 A. L'appréciation directe du résultat demandé, implique la forme 
xy ^^ constante; 

puisque les coordonnées à l'origine doivent être égales à l'infini. Ainsi, tout se 
réduit à déterminer celte constante. 

Or, en désignant par x et j les coordonnées d'un point de la courbe rapportée 
à ses asymptotes; nous aurons, P étant l'angle des axes coordonnés ou des 
asymptotes, 

sy sin. p w ï o6, 

d'après le théorème IV précédent. 

D'un autre côté, 9 étant l'inclinaison d'une asymptote sur l'axe traHsversr, 

sin. p « sin. 29 = 2 sin. 9 cos. 9; 
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mais de 

b b a a 

sin. 6 « •— =zrziz = ~ et cos. G — — t=z= = — » 
^^a« 4. fc« c / a« 4. *• c 

on déduit 



et par suite 



51 


u. p — 


' c" 


- «»- 


' 4 "" 


« 

4 ' 


«y> 


B>tn* 


(H"). 



OU 



N. B. La constante m* est appelée la puissance de Vhj/perbole, et elle vaut U 
quart de la somme des carrés des demi-axes, 

ITO. Le moyen précédent pour obtenir Féquation aux asymptotes est trop 
indirect pour que nous n'en cherchions pas un autre par la méthode universelle 
des transformations de coordonnées. 

Considérons Féquation aux axes 

a»y* — ft»x* -• — ct*« (H) , 

et dans les formules de transformation 

X ) { X COS. a + y eos. m\ 

y\ ( a: sin. a 4- y sia. « , 

pour passer à des axes obliques de même origlUM; praum^ pour*, Tauff^ 
(ici négatif) que forme Tasymptote inférieure avec ï^m trwsverset «f' sera VmA' 
naison de Fautre asymptote avec le même axe ; et eomnu» « et «' sent dfpuix et ée 
signes contraires , nous aurons 

b a — b a 

sin. a', »■ — , cos. a eps — ; d'où sin. « « — — et cos. a «= — • 
c c ce 

Donc , il faudra , dans (H) , changer 

û (« + ») 




en 



c 

biy — x) 



d*où , on déduit 



ay «a — — ^ « wi« (H"). C.Q.F.D. 



N. B. Nous laissons au lecteur le soin de prouver que les asymptotes sont bien 
les seules droites qui, prises comme axes coordonnés, réduisent l'équation de 



TaNGKNTK At\ ASYMPTOTES. 

ihyperbote !i la forinq 



ISO. Suit IV-ijuulion de l'iiypcrltole aux asymplotes 
jjF^ m'; 
nmis aurons, jwxir la diioctmn d'iinn siVante passant par les points {x, y') d 

{■r\y"). 

y — y" 

x' — J'"' 
Or 

donnent 

x'y' — x"y" = ou x* (v" — y") + y" {x' — x") = , 
d'ofi 

y — ar" ■ X ' 
et par suite pour la sécante 

,.. - - ^- , 

Enfin, en posant x = a:" et y' = y", il vient fig. (127) pour la tangente ^ 

y-y" = -^{^-^ (M-T). 

Or, y = doDuc 

abscisse à forigiM ib if fatti^nti^ » Sj", 
d'ofi 

c'est-k-dire un tfaéorèiae déjà itémoBlré. 

D'un autre côli^, y =■ donne, pour la sécante M'M", 

nbsciise à Corigiiie de la sécante =«*'!- t", 
donc 

Q'S' = OQ-M"(r; 
et par suite 

M'S' = M"S", 

ou l'expression d'une vérité déjà établie. 
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Thëorëhe. 

li pr Un |«iiU t» l'knerMi ii tru* lu H"llil*> *u ujMplttn , Int poiit U Miuin M lilit m II 
JUnitrg nijigit ia 11 Mtdi tu itu piilt. 

En efTet , considérous l'hyperbole rapportée à ses asymptotes 

a:» -= m* (H") ; 

nous auront, pour l'équation du diamètre conjugué des cordes ayant m' pour direction. 

y = — m'x, 

» — |E^« W: 
en conaidèraut la corde des deux points (a^, ;/*) et (a:", y^) donnés, 
a: =. i* et y = ï". 

désignent les deux parallâles assignées et {jf, y") sont les coordonnées de leur int«rser- 
tion ; et , comme pour ce point , (d) se réduit à 

y"x" = y'x , 
c'est-&-dire & une égalité puisque 

i'9' = tff —m' . 
le théorâme est démontré. 



Itcriie u* kypthie MiBiiant u ftiit tt m unirtttn (ll|. III). 

Par le point donné A on trace une droite BAB' 
terminée aux asymptotes OL et ÛL', !e point A', sy- 
métrique de A par rapport au milieu C de cette 
droite , sera nu nouveau point de la courbe ; et ainsi 
de suite, en se servant successivement de chaqne 
point d^A obtenu , aAn d'éviter la concision qui 
résulterait de l'emploi de l'unique point A : on 
obtient ainsi la branche AA''A'. 

Quant A l'autre branche , on peut la déterminer 
de la mSme manière, ou en faisant usage de la con- 
sidération qu'elle est symétrique de la précédente 
par rapport au centre de la courbe. 

PROBLËHE II. 

tMitntin l'kTpnMi Int n taH tnli Hiiti <t ém imllUM lu ur^ttUi (fi|. lU). 

Soient A, B, C, MN et M'N' les points donnés et les paraUôles aux airniptotes. 
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Le* parallèles Al et Bl aux asymptotes déter- 
minent na point I ûa diamètre de la corde AB, 
donc IK médiatrice de AB eat ce diamètre. 

Une coQBtroction analogue à la précédente don- 
ne le diamâtre l'K' correspondant & la corde BC : 
et par anite le centre de la courbe. 

Ainei, en traçant par des parallèles à MN et 
H'N', on anra les asymptotes, et le reste de la 
construction s'achèvera comme au problème pré- 
cédent 

Problème !II. 

itniujaftttt.iiilicNtrïMatl'tioailrieité (lig. 129). 

Soient DIV, LL' et 2c la directrice , l'asymptote 
et l'excentricité. 

Traçona par l'intersection de DD' et LL' les 
droites IK et IP perpendiculaires à DD'et àLL'; la 
première donne la direction de l'axe transrerse et 
la seconde IP passe par le foyer; puis prenant sur 
IK, une partie IK ^ c et menant KF parallèle a 
LL', on aura le foyer F; car FO perpendiculaire 
à Diy donne 

FO -- iK = c. 
Ij« reste de la construction s'acttéTe facilement. 

Problëie IV. 

Cmlnlr* ian UiHltru enjititi i» l'krftiM* UltcmMt f» I« utB|UIm, u fùit at 11 liiwtin 

il l'n <l« M tiuttm [fig. 123). 

Par le point A traçons AD'D parallèle A la direc- 
tion donnée HN d'un de ces diamètres dont la 
moitié sera moyenne proportionnelle entre les seg- 
mente (ici loiutractifi) AD et AD' que le point A et 
les asymptotes déterminent sur cette droite : d'où 
AE' que nous porterons sur OX et OX' parallèle 
àMN. 

D'un antre côté , le diamètre conjugué OY de la 
corde AA' détermine la tangente HH'" en I' et par 
suite le parallélogramme HH'H"H"'; d'où, en di- 
rection el en grandeur, le second diamètre EE", 
conjugué de l'I". 
N. B. La même construction donnera les axes d'> Ryrriplrie. r-nr <-eiix-'-i sont Iab bissec- 
irif*^ d»'j' angle» formas par le* nsymplntp". 



Leçon XLl. — Ai>i>li(:ations sur i-'HVPtRBoi.i;. 

Phoblëme V. 

duilrtiie l'ï^FuMe dtit oi Aiiu i« ujmfMt it Mb friiB (If. lU). 



Soient LU, A, B et C l'asymptcrte et les crois 
points donnée ; d'abord les corde» AB et AC flxest 
deux poinU D' et E* de ta seconde asymptote, ifù 
sera donc D'E'. 

Le problème revient donc à constmire Jea axes 
d'après le précédent. 



Phoblëme VI. 
huttiln l'ïTferkDlg dni at dMoe ue dimtriu, ut tai|aU n ne nraftM i ttg. lU). 

Traçons, par l'intersection Idel'aeïmptnte 
et de la directrice, IF et IH perpendicn- 
laii-ea la prenrtére à LU et l'antre à î>&, w 
(|ui détermine une droite paenat p«r Ip 
foyer et la cKrectioB de l'aie tranaverse; et 
par suite les aa^es • et Jt, ineniniBOH de 
la tangeot* A da rsaymptote inr l'aae «M 
foyers, sont connus. 

Ceci posé, en supposant la courbe rap- 
poi'tée à ses axes inconnus, noue aurons, 
(xf, !/■* étant le point de contact inconnu de la tangente TV, 2a et 2b les axes , 

De plU6, posons IK = /i et IK = /(' ->! nous rap|)dBut gue OI ^n et que OT — —, 
noun obtenons 

Ot : lE :: OK : IK ..» ^ : ft' :: n f A : h. 



. H (a -\- A) X' (3) : 



Ainsi, en déduisant a de (I), (3), (3) et (4J on aurait le point {centre de l'hgperMt) «t 
l^icilement les autres i^léments de la courbe. Or, cette élImiDatfon donne 



- w le- » 
( ï II i/if • « — ifi.. 



EXERCICES. ^ 

c*e&t-à-dire une valeur unique si, avec tg. a > tg. , on a 



A'tg. a < A |/ tg/ a — tg.« (3. 



Exercices* 

lo peux hyperboles ont leui*s asymptotes parallèles; quel est le lieu du point d'inter- 
section où chaque diamètre de Tune rencontre le conjugué de son parallèle dans l'autre? 

20 Des hyperboles ont les mêmes asymptotes ; quel est le lied du pied des normales à 
ces hyperboles , lorsque ces normales sont parallèles ? 

3» Quel est le lieu des extrémités des diamètres parallèles de toutes les circonférences 
passant par deux points donnés ? 

40 Les sécantes menées par cliaque point d'une hyperbole à deux points fixes sur cette 
courbe, interceptent sur l'une ou l'autre asymptote des longueurs constantes. 



Étude des propriétés des courhcs du ■c«aiid ordre. 



UE LA PARABOLE. 



XLII« & XLIII« LEÇON. 
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droite donnés ou le lieu du centre du cercle passant par un point ft tangent à 
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cations. — Exercices. 

diverses de réqaatloii de la parabole* 

u . Nous avons reconnu (§ 124) qu un choix convenable et unique d'axes 
rectangulaires , donnait pour la parabole 

y* = ipx (P). 

Ainsi la courbe [fig. 130, 1)] passe par Torigine, est tangente en ce point à Taxe 
des Y et s'étend indéfiniment dans le sens des abscisses positives pour 2p > ; 
de plus , de ce que Ton obtient 
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la droite OX est «n axe 
de tfmétrlt et^es consi- 
dérations qui précédent 
nous permettent d'en 
déduire la forme de la 
figure. 

Si on avait explicite- 
nterit 



le lieu serait évidemment situé à la gauche de OY. 

Enfin, si nous transportions l'origine en un point quelconque [a, o) de l'axe, 
fP) deviendrait 

î,'-=2p (! + «}. 

N. B. En posant 

et faisant varier ( depuis l'infini jusqu'à zéro, les coordonnées de tous les points 
de la courbe seraient déterminées, sans avoir de racine à extraire. 

Thêorëme. 

Les carrét des ordonnées de la parabole, perpendiculaires à Vaxe de la courbe, 
sont proportionnels aux abscinset correspondantes. 

En effet, pour Ip.s points (.r'. y") et (x", y") de (P), on a 

y'' = ipx' et y"' ~ 2px" 
d'où 

y' : y~' :: af : x" C. Q. F. D. 

BcaerlpU«a pmtMmét de la rmrmikmie, 

lAS. L'équation (P) de la parabole donnant 
3p:y::y:x. 
on en déduit la construction suivante : prenons à gauche de l'origine [fig. 130, 2)] 
01— Sp; 

et pour une abscisse quelconque OP, décrivons sur IP, comme diamètre, une 
demi-circonférence, l'ordonnée OK, k l'origine, de cette circonférence sera celle de 
la parabole pour x — > OP, car on a 

OI:OK::OK:OP ou ip:y::yix; 
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et par suite 

^■^ipt C.Q.F.D. 

Remarque. La forme intinie de la parabole iodique au lecteur qu'uw dnnte 
limitée ne pourra jamais décrire qu'une portion de cette coarbe, et la Aeem^^oti 
continue de cette partie dérivera de l'étude du foyer et de la dirediioe de œ 
lieu. 

Dm C»/er * 4« la «HveiDtclfw. 

184. Nous laisserons ^u lecteur le soin d'appliquer les méthodes analy- 
tlquc6 déjîi exposées pour détenntner les foyers et les directrices de l'eHipse et de 
l'hyperbole, et pour la théorie anali^e de la parabole nous ferons usage de nou- 
velles conùdérations atialyliques et géométriques nyua pour base ce fait : 9110 to 
pareMe peut (i 125) et doit être cotaidérée comme une ellipse ou um hyperbole 
conservant le même paramètre, un même sommet et un foyer constant, mais dont 
Taxe transverse devient infini. 

En effet, en considérant l'ellipse 

n'y' + b*x' = a'b' 

nous avons , pour l'ordonnée correspon- 
dant ï l'abscisse 

X = — l/*fl. — ft-, 

ccst-ù-dire à l'un des foyers (fig. Ï3i) , 

a 
Cl par suite, pour la corde NX' conjuguée de l'axe ol passant par le foyer. 

b* 

NN' = 2 ip. 



Si maintenant nous transporluns l'oiigine au sommet de gaucbe, en cl 
jr en X — a et inlroduLsani la corde NN' dans la transformée en posant q = 
p : a,OTi obtient 

y- — 2 pi + ^x' = 0. 

Ceci posé, considérons une série d'ellipses, ayant môme sommet B', mi^iiie 
foyer F, mflme paramètre Sp et dont le grand axe croit indéfiniment , nous 
aurons, ç devenant pour o -• « , 

y* = 2p* ; 
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ire que le liea devient une parabole. De plus, on a 

b* a V 



BT=ii— «===«— ï/a« — J* = 



or, 9 «« donne 

limite BT'^^. 

Ainsi dans la parabole le foyer est dietant du eommet du quart du paramètre 
ou du quart de la corde conjuguée de Vaxe et fusant par le foyer. 

Quant au rayon vecteur 

ex 
FS«a + — 
a 

lorsque Torigine est en 0, il devient, après son transfert en B\ 

c(x—a) c P , c 

a ^ a 2 ff 

nais 

— J 

c ^ u 

limite — « limite ^ =^ /mi/^ (1 i~} «. } a = oo • == J . 



Donc 



/i»M/^PS=-FT-«~+ar: 



c est-à-dire les valeurs qu on trouverait directement pour B'F et Fl\ si on appli- 
quait la théorie ordinaire à la parabole 

y* « 2px. 

Dun autre c6té, nous avons antérieurement désigné par d la distance du centre 
de Tellipse à la directrice DD' et nous avons obtenu 

cd'^a\ 

et cette relation, en posant B'H «i> if , se transforme en 

c{a+d^^a\ 



ou 



tf — (a — c) - ; 

c 



mais, lorsque Tellipse se transforme en parabole, ou a 

p c 

limite {a — c) «== ^ et limite — «al, 

z a 



3? 
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donc 

UmiU cf - J. 
2 

Ainsi la directrice DD' de l'ellipse devient D J)',, de telle sorte que le sommet 
B' est à égale distance du foyer F et de la directrice. 

Mais, pendant que FS devient FT = x + ^, la distance SI devient 



d'où 



TK = X + B'H, =x + limite B'H -= x + J , 



TF :TK ::x4-| : x + ^ :: i : 1; 

3 z 



c'est-à-dire une conséquence de 

SF : SI :: c :a, 

puisque nous avons obtenu limite (c : a) ss i . 

Donc , chaque point de la parabole est également distant de son foyer et de Ma 
directrice, ce que nous savions déjà. * 

Considérations géométriques. Considérons l'ellipse génératrice et prolongeons 
le second rayon vecteur FS de SL » FS, nous aurons 

FL = 2a; 

et la circonférence ayant F pour centre et ia pour rayon coupera l'axe des foyers 
en un point H pour lequel on aura toujours 

donc , à la limite, B'H se transforme en 

B'H,«|; 

et la circonférence HL est une droite D|D\ perpendiculaire à l'axe et se con- 
fondant avec la directrice. En effet , la distance SL du point S de l'ellipse à Im 
circonférence devient une droite TK abaissée perpendiculairement du point T 
{transformée de S) sur D,D', {transformée de DD'). 

N. B. Les conséquences précédentes subsisteraient en prenant pour point de 
départ une hyperbole , et ce serait même plus rationnel ; puisque la courbe géné- 
ratrice ne changerait pas de caractère géométrique : savoir d'être ouverte ; seule- 
ment la seconde branche deviendrait virtuelle , en ce sens qu'elle disparaîtrait « 
comme se transportant & l'infini. 

ScoLiE. La distance iun point extérieur ou intérieur de la parabole à son foyef\ 
est supérieur ou moindre que la distance de ce point à la directfice. 
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En effet, pour M' extérieury nous avons 
(fig. 132). 

M'S < obUque M'R < M'M + MR ou MT, 

donc 

MF > M'S ; 

et pour M" intérieur 

MT<M"N + NF ou M"N + NS', 

cest-à-dire 

M"F < M'S' C. Q. F. D. 

Problème. 

Quel est le lieu du point à égale distance d^un point et d'une droite donnés ou le 
lieu du centre du cercle passant par un point et tangent à une droite donnée. 

Soit F et Diy le point et la droite donnés (figure précédente) ; le lecteur s'aper- 
çoit immédiatement que FB normale à DD' est un axe de symétrie, aussi la 
prendrons-nous pour ligne des X; de plus, le point B milieu de la distance FH 
étant évidemment un point du lieu, sera pris comme origine et les coordonnées 
seront choisies rectangulaires, par ce qu'il s agit de distances. Ceci posé, soit p 
la distance FH, nous aurons, pour un point M quelconque , 

MF »= MR 
ou, en fonction des variables et de la constante /), 



Y/y*+(^-t)=^ + |. 



et par suite 

y« — Ipx (9) ; 

c*est-à-dire une parabole rapportée à son axe et à sa tangente au sommet, 

Constnictioa poinlIDée 4 coatinne d« la parabole» 



La construction pointillée résultera de Hintersection d'une perpendi- 
culaire à taxe avec la circonférence, ayant pour centre le foyer et pour rayon la 
distance de la directrice au pied de ïordonnée. 

QuaDt k la description continue dune portion de parabole, faisons glisser 
(fig. 133) un côté A'C de Fangle droit d une équerre A'B'C sur la directrice de la 
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parabole demaiMt, pots fimt U» cMMMi 
d'un cordeau, d< kmi^r A'B*. nfoyerFalaa 
sominet B' de l'éqnore non situé nu- b étne- 
trice ; nous tendront , aa ttojm d'os irrle. ce 
cordeau le long du catalène A'B'; chaque po«- 
tion de l'équerra donnera on pwnt ■ ia Bn, 
car on aura toujours 

F'!ll= cordeau — MB" et UA'-~- cordeau — WK, 
donc 
FM -HA' G.Q.P.D. 



lSO> Voici quelques appltcatioiu sur lai thionu pricéd«atM. 
PHOBLËME I. 



i! M It U«i 11 bT«r iM rviktlH iTMt m timtriH H u prirt • 



ii{ll|. m. I)]! 

Soient DD'«t H lA direc- 
trice et le point commniia 
ft tontei ces paraboles , et 
toit P le foyer de l'use 
d'elles; noos aurooe, par 
Is définition oandle de la 
por&bole 

MP —= HR »- eontlmat. 

Donc le liea dsmaadésst 
une circonférence tytnt M 
pour centre et psiir royM 



ta distance de ce point à ta direetrUe commune. 



CgntnlR U lanM* iMt n msitl tan foiau «t li l^ir M. m , 1). 

Soient M , M' et F les points et le foyer donnée ; décrivons , de M et M' comme castre» 
et avec MF et HT pour rayons, des circonfârencesi leur tangente commune DO* sera la 
directrice, et par suite le milieu A de la distance FH du foyer à DD' sentie sommet de la 
courbe , aérant 2p =• SFH pour paramètre. 

DisocBSioN. Ces deux circonférences te couperont toiOours, ou da moins teront tmt- 
gentet extérieurement, et par suite il y anra toujours deux tangentes axtirieorss, doac 
deux solutions. 

Lorsque les deux oireonférences sont tangentes extârisnrement, oa doit MdewsMit 
rejeter pour directrioe la tangente au point de contact 4e> deux cireonHrencsB. 
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Phobl&ke III. 
iilHlltllnhHuitta|«iM«ptu»t|iriirfûtitijuliMBlMlimtrlN(ll|. 1)1}. ' 

Soient DD' et M la directrice et le point donnte , 
A éUat un dei tommete , «o menant AO perpendi- 
culaire à DD', le point F aymétriqne de O par rap- 
port à A *era le foyer correspondant et on devra 

AF - AO. 

Il eat du reite éTident que M sera an point du 
lieu, car on pentleconaidérer comme le sommet de 
la parabole ayant DD' povr directrice et 2QM ponr 
paramètre. 

Ceci poaé, prenona DD' et sa perpendiculaire MQ 
pour aseï coordonnèa, nona auroni, «n poaaot 
HQ — rf, 

MF — \/y* + (2* — d)» et comme MQ -= d, 
il Tient, d'aprèa la oatare du lien générateur dn point A, 



l/y+(lc — d)'=d 

ÇU 

y+ix*-idx~0 if) 

c'eat-A-dire une eliipte ayant QH ponr ud dea axea an poaition et en grsndsnr, tangente 
i DD' ea Q et passant par le point M. 
En rapportant (ç) à sea axea de symétrie, on trouvera CX et CY„ pour cea droitea et 

sera aoo équation. 
N. B. Le lecteur aaiaira &cilement qne le point Q n'a qu'une eziatenca analytique. 

Probléhe rv. 

IHtilr l« Um 11 AT» ta fnMn itM ■(■> Hmt M « 
ftbtimmmnim-m 

Soient A et M le sommet at le point donnéa , F 
étant le foyer de l'une dea psrabolea giénératrtces ; 
Diy perpendiculaire A AF au point F*, aymétrique 
de F par rapport fl A, sera la directrice correa- 
pondante. 

Ceci posé, prenona AM pour ne des X et sa 
perpendiculaire AT pour droite des ordonBéea; 
nous aurona,{x,5) Mantle pointP, (— a, — P) 
pour le point F'; et la direction de AF aéra 
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•«■-• celle da DD' qai anrt ponr équation 



d'où, (rf, o) étant les coordonnées da point M, 

■ ..„ »j + .- + p 



Du 


n antre cftt* 
à cause de MF 

aaite 




MF. 


1/; 


• + P 


donc 


-M=<- 


«d + «• + p 
l/.' + p 

— (»). 


etpM 


-d) 


+ |3' = 

a" 



(f) «Bt appelé cU«Adt et nona engageons le lecteur a le rechercher directement par la 
génération snÎTante: On donneune circonférence, un diamètre AK (^} et la tangenU KB: 
on demande le lieu du point I déterminé par une técante AISR, de teUe torle que l'on 
ait AI — 8R. 

' N. 6. Le point A n'appai-tient qu'analiliquement au lieu (f), mais géométriquement en 
lui imposant la génération précédente. 

Phoblëhe V. 

CminiN It rmM» iiit n Iwh Ii rmaètn, 1< untt M d|iM (H|. ItT). 

Soient 2p, A et H le paraméfara , le lommAt et la 
point donnés ; si du point A comme centre a««c -^ 
comme rajron, noua décrivona une circonférenca, 
elle sera tangente a la directrice et paasera par Is 
le foyer inconnu F; et si DD' était cette directrîoe, 
le diamètre AH du contact H déterminerait le toyvr 
et on devrait avoir 

MF = MR. 



Ceci posé , prenons AH et sa perpendiculaire AX 
, (>, 0) étant les coordounéea da point F et («, tf> 



pour axes coordonnés, nous a 
ceUe de M , 



MF=.\/^?+li 



APPLICATWnS SUR LA rAtABOLt. 
D'un Antre cMé , 1a dïnctrica DIV Aura ponr éqoAtion 

»+P--|(« + «l •« |3s + M + <.' + P'-0; 
et par raite 

MRc 






^^?Tî5^,_-_â±^ 



ou,enr«iittUcut •»* +|l*partBntlMtrÎj>, r 

puis <UfliiitÎTtroei)t,»nfai»aiit disparaître le ligne k* , 

M^« + 4p*P — dp» =- (f). 

Or, c« liau (f) car&ctériM deux parallAlaa & l'axe d«8 X et ellea détemùnent, en cou- 
pant la drconféreace AH, le toyer F ot par auite la directrice DD*. 

Noofl laiiaerona as lecteur le loin de diacnter la position de ces parallèlea par rapport 
i la circonféraaca AH, et par anite celui de détermioer le nombre de solntions que peot 
amir le problâme proposa. 

Thëorâne. 

liMlMU|BiMt, bMaat MlilittknM lu liiUiM fu iriit 1* limrtiu fiT« it i m Hrti ftr- 

irntjMtHHtuU. (hU* nt t«t* «NtUiU! 

Soient (flg. 138} CC la 
corde perpendiculaire A 
l'axe de la parabole; Doas 
aurona, pour ua point H 
A droite celte conte, 

MF = MR = MS + SR, 



MF— MS-^SRocmtManho-d . 

d étant la diatance de la 
corde à la directrice. 

Si m^tcnant noni considérons nn point H' i gauche de la corde , il Tient 

M'F = M'R' d'où MT + M'S' — M'R' + M'S'=S'R'-=d. C.Q.F.D. 
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1« Etant donnés une ellipse et un angle droit tournant autour de son sommet; quel est 
le lieu de l'intersection des tangentes à Tellipse, lorsque ces droites ont pour point de 
contact les intersections de Tellipse avec les côtés de Tangle droit? 

29 Un angle constant tourne autour de son sommet placé sur une courbe du second 
ordre; aux points ou les côtés de l'angle coupent la courbe , on même des tangentes à cette 
dernière. Quel est le lieu de l'intersection de ces tangentes ? 

39 Quel est le lieu de Tintersection de denx droites passant chacune par un point fixe 
et coupant les asymptotes d*une hyperbole en des points situés sur une tangente À cette 
dernière courbe ? * 

40 Si des extrémités d'une corde de la parabole /on abaisse des perpendiculaires sur la 
tangente au sommet, leur moyenne proportionnelle est la distance du sommet au point 
de concours de Taxe et de la corde. 

5^ Si deux cordes d'une parabole sont rectangulaires , les distances de leurs milieux à 
l'axe ont pour moyenne géométrique la moitié du paramètre. 



§ X. 

lÊt««ie ûem propriétés des eonrbe» do «eeond ordre. 
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on trouvera pour la tangente en un point (^, y) de la parabole, rapportée à son 
axe et à sa tangente au sommet, 

Théorème. 

Les points de la tangente à la parabole , à t exception du point de contact , sont 
extérieurs à la courbe. 

En effet , le point de contact donne 

»'• « 2px' (1) 

et, en combinant, par voie de soustraction, cette égalité avec (T) x 2, 

y'* — iyy' = — 'ipx; 

ou , pour un point quelconque (x , y) de la tangente , 

(if - »)' = ï* — ipx > C. Q. F. D. 

Variation de riaeHnalaon de la tangente. — Son««tangente. 

199. L*expression 

_P 

' y 

de la direction de la tangente à la parabole, indique qu'au sommet (0, 0) de la 
courbe, cette droite est perpendiculaire à Taxe; et, à mesure que le point de 
contact s'éloigne, a s'approche d'être nulle; c'est-à-dire que la tangente, pour 
y' « 00 , est parallèle aux diamètres qui sont tous parallèles à l'axe : mais l'or- 
donnée à l'origine 



V 



poi 



(le la tangente, devenant in^nie dans le même cas, cette droite n'existe plus et par 
suite la parabole n'a point d'asymptote, ce que nous savions déjà. 

Théorème. 

La sous-tangente sur Vaxe de la parabole, vaut le double de Vabscisse du point 
de contact. 

En effet, la tangente 

yyT ^pix + af) 

donne, en posant j^ === , 

x«OT«= — a:'; 

et par suite 

PT = 2jc' C. Q. p. D. 



Construction DE LA TANG£NTB.^NORMALE. S99 ' 

C«B«<riicU— de la teagentc. 

I. Au point (x\ fi de la parabole : on tracera Fordonnée PM du point de con- 
tact ; puis prenant, en sens inverse de Tabscisse , 

OT = OP 

on joindra TM , ce sera la tangente demandée. 

II. Par un point extérieur. D'abord il est évident que 

1) fy' = p{x" + x) et »'« = 2px' (2 
sont les deux équations donnant le point (x^, y') inconnu de contact : on en déduit 

P 

et par suite la condition de position du point (x", y') par rapport à la parabole , 
pour obtenir deux, une ou zéro tangentes. 
Corde des contacts. Le lieu en (x\ y') 

fj^ = p(x"+sf) ou y"y^p(x" + x) 

est bien la corde des contacts ; d'où , pour ses coordonnées à Torigine , 

» = 0, ^ l x^ — af\ 

^ î et I pxf' 

donc cette droite est fixée, et ses intersections avec la courbe déterminent les 
points de contact des tangentes tracées du point {x'\ jf). 

N. B. Nous reviendrons sur cette dernière méthode à l'occasion de la parabole 
rapportée à un diamètre et à la tangente à Torigine de ce dernier. 

De la Bomude. 

I 

190. Cette droite , au point (x\ jf) de la parabole 

aura cvideniment pour caractérisation analytique 

yy'^-t(x-x') (N), 
P 

De plus, comme y » donne 

x' — a; = /? ; 

nous en déduisons ce théorème : La sous-normale de la parabole sur Vaxe de la 
courbe, est constante et vaut te demi-paramètre; celte propriété donne une cons- 
truction aussi simple qu'élégante de la tangente en un point (x', y') de la courbe. 
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lOO. Soit (j:", y") le point donné et (z*, y') le pied de la normale sur la 
courbe ; nous aurons 

i) i^=ipx' et f- 

f 

Ainsi le point (t*, yO est à l'intersection des lieux (1) et (2) en (a^, yO : le pre- 
mier est la p^Lrabole donnée, et (3) n'est autre qu'une hyperbole éqaiiaUre passant 
par (x", ^) et dont les asymptotes sont parallÈles aux axes coordonnés actuels. 
De plus, celte hyperbole ne pourra couper la parabole en plus de trois points, 
car l'élimination de (a:"} entre (1) et (î) donne 

y-' + 2p (p - aO y- — Vï" = (3). 

Donc, d'un point donné sur le plan d'une parabole, on ne pourra Iracer à cette 
courbe qu'une ou trois normales, puisque (3) n'est satisfaite que par une ou trois 
valeurs réelles de ;/'. 

N. B. Le point (x", y") situé sur l'axe de la parabole, réduit l'hyperbole ii ses 
asymptotes. 



lei. La normale de la parabole est bissectrice de tangle formé par U rayon- 
vecteur du point de contact et ta parallèle à taxe (fig. 139) . 

Cette propriété est une conséquence 
analytique et géométrique de ce fait 
que la parabole peut être considérée 
comme le résultat de la transformation 
que subit une des courbes à centre du 
second ordre , lorsque , conservant un 
de ses foyers et le sommet correspon- 
dant, l'axe transverse devient infini. 
En effet, le second foyer F" détermine 
alors une parallèle à l'axe pour le se- 
cond rayon vecteur du point de contact. 

Du reste, cette propriété s'établit géométriquement de la manière suivante : on 
a, numériquement, 

OT=OP = a;' et 0F=^; 



Projbction du fotbr de la parabole sur la tangente. 90i 

d*où 

et comme \ on obtient FM = FT ; 



et par suite 



FM— «'+ J, 



FMT-=FTM; 



mais, comme correspoQiiants, ' donc FMT 3= FMT ; 

FTM « FMT, 
d*où , comme compléments de ces angles , 

V = V C. Q. F. D. 

GoROLUiRE. IjU tangente en un point de la parabole est aussi la bissectrice de 
Vangle formé par le rayon vecteur du point de contact et le prolongement de la 
parallèle à l'axe menée par ce point. 

Ce corollaire serait une conséquence directe de la parabole déduite d'une 
hyperbole. 



iMi tajmirUf de la toaffite em mu polat de la coarbe. 

109« Traçons le rayon vecteur FM et prenons sur Taxe (fig. 139) 

FT« FM; 
TM sera la tangente au point M , car évidemment 

TMF—TMF C.Q.F.D. 

lAeu de la pro|ectiea d« foyer de la parabole sor la tangeate* 

103* Le lieu demandé dans Tellipse étant la circonférence décrite sur le 
grand axe, on reconnaît immédiatement que ce cercle, qui coupe Taxe transverse 
au sommet devient, pour a «s 00 , une perpendiculaire à cet axe, ou la tangente 
au sommet. * 

Solution géométrique. DH étant la directrice, on a 

MF=MK; 

mais la tangente MT donne 

IMF « IMK ; 

et par suite I est le milieu de FK et comme est le point analogue de FH , la 
droite 01 est parallèle à DH : donc, les points I constituent bien la tangente en 0. 



Solution analttiqub. Nous avons évidemment 

y'*=fpx', !/»' = ?(*+«■) et PS = — y^ix~^\ 

pour caraclériser la projection du foyer F sur la tangente; et par suite en éUm- 
nant les conitantet vartoites n' ety entre ces relations, on aura l'équation du lieu. 
Or, les génératrices donnent 



^_-^P'= et v_ V 



d'où, en substituant dans l'équation de condition, 

jr[4y'+(2x-p)«]-.0. 
Or, la solution 

,^+,2._p,._o ou j l^_!;,_,_ 

qui caNCtérise le foyer, doit évidemment être rejetée ; et il ne reste plus que 



c'est-à-dire la tangente m sçmmet. 



194. Soit T (fig. 140) le point donné ; de ce point comme centre et avec TF 
pour rayon, décrivons une circonférence cou- 
pant la directrice DIV au point K : la parallèle 
KM à l'axe de la parabole, donne le point de 
contact H de la tangente TM. En effet 

TF = TK et MF-MK 

indiquent que TM est perpendiculaire an 
milieu de KF; donc TM est la bissectrice de 
l'angle FMK, ou la tangente en H. 

N. B. Le lecteur démontrera facilement que 
tous les points de TM, à l'exception de M, sont 
extérieurs à la parabole. 

Discussion. I. T extérieur donne 

TR < TF; 

donc, la circonférence TF coupera la directrice DD' en deux points K et K', et par 
suite àâux parallèles KM et K'H' à l'axe OF, ou deux tangentes. 
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IL De T <ttr la parabole, on déduit 

TR«TF; 

alors la circonférence TF tangente à la directrice ne détermine qfx'une séide 
tangente, 
IL Enfin, pour le point T intérieur à la courbe 

TR >TF; 

c'est-à-dire que le cercle TF ne coupe plus la directrice : donc, pas âe tangente. 

lOtt* REMARauE. La construction précédente à'èst du reste que celle dé Tel- 
lipse ou de Thyperbole, modifiée par les hypothèses qui la transfonhent èh 
parabole. 

En effet, la circonférence de centre T et de rayon tF continue à subsister; 
quant à la seconde circonférence : son centre se trouve transporté à Yîhfim àtir 
Taxe OF ; et son rayon , devenu infini, la transfoftné en une droite ttlD' perpen- 
diculaire à Taxe de la courbe et coupant cet axe ei H avec la condition OH^ÔÏ^. 
Donc c est la directrice, et comme complément le Éécond rayon vecteur est deventt 
KM parallèle à Taxe. C. Q. F. D, 

Théorème. 

Les tangentes menées à la parabole par un point de la directrice sont perpen- 
diculaires entre elles , et la corde des contacts passe par le foyer de la courbe. 

Solution analytique. En considérant la parabole 

y*-2piî (P), 

les coordonnées du point donné seront f — o" ' î'' /* 
Ceci posé, nous aurons pour la corde des contacts 

yy'' = P\x — ^y 

dont Tabscisse à Torigine caractérise bien le foyer. 

D'un autre côté, soit a la direction delà tangente, tracée du point (--- 9 t If"]' 
son équation. sera 

»-ï"=a(^ + |) ou » = «rc-t-(y" + ^)- 

Or, en éliminant y entre cette relation et (P), on obtient 
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et par suite pour déterminer a , car les valeurs de x doivent être égales , 

p 

d'oti 

«'«". 1 ; 

r'est-à-dire que ces tangentes sont perpendicuiaires entre elle». C. Q. F. D. 

Solution fifioMËTiUfiUE (fig. 141). Les triangles 
THR et TUF sont ^ux : car on a 

MR — MF, MT commun et RMT-^THF; 

donc les angles marqués x sont égaux, et celui 

TFM 

est droit comme son homologue en R. 
Pour tes mêmes motifs , les angles en {3 sont 
aussi identiques et par suite TFM' = 90°. 
Ainsi de 

TFM + TFM' =180'. 
on déduit que MFM' est une droite; et de 

2« + 2|3 = 180" on a « + (3 — 90» 
ou 

MTM' -= 90. 

Donc , les tangentes TM et TM' sont bien rectangulaires entre elles. 
GOROIXAIRE. La corde MM' des contacts des tangentes précédentes est perpendi- 
culaire à la droite menée du foyer à leur point de concours. 



lOO* Voici queliiues applicationa complètement développées. 
TuiORËiiE. 

Lm ftMM égiln nuIrtiM m u bIbi tu <t Arifto* lut It Beat tnt, ntt itTBfUta VtÈ» It 

l'uln. 

En elTet , soient les deux paraboles 

P) y' — ipx ,t !(' = Sp(«-a) (F; 



âPPticATions stn la paiubole. 



OD a , pour Qoe mime abacissa , 



d'où , X CODTSrgttllt T< 



%)'U 



timUe y* -=• litniU Y' 
En opérant par toio de différence, on aurait 

y'—r~V^—yip {I-— o) = l/2p (l/?"— l/ï^l =1/2^- 



d'où , en poiant ^ ^ m , 

«mite (ï' — YT -= et limite ff" -= itmife Y'. 

ScoLtES I. Lea relationa (P) et (P*) donnant 

ï'*-t'* = 2^ ou {y'— Y')(s' + Y) = 2/W: 

on en dédnit que : toute lécaitte perpendiculaire à l'axe et limitée à la parabole extérieure. 
ett diwée parcelle intérieure en deux segments dont le rectangle est comtant et vaut celui 
du paramètre commun et de la distance des deux sommets. 
II. Les tangentes à l'origine d'un mime diamilre sont parallèles. 

PROBLËHE I. 

ItaBiBic 11 lin la la pitNtfn ta Haut ii li yaiM» ai va Ui|aM [li(. U2, l);. 

Un point se déduit im- 
médfateiDent du mode Ae 
génération : c'est le som- 
met O de la parabole di- 
rectrice. De plus, la tan- 
gente ayant pour limite de 
sa directioii, une parallèle 

^ à l'aie OX, la projetante 

du sommet O a pour limite 
OT; c'est-à-dire que le lieu 

. s'étendra k rinflui dans le 

I aene dea deux Y, car la 

paralwle n'a pas d'asymptote. 
Ceci poaé, soit 
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la parabole directrice ; 

G) îW'«p(aî + aO et py^ — vfx (G; 

seront évidemment la tangente génératrice M'M et la projetante OM , sur cette droite , du 
sommet de (D). De plus 

yi _ ifSf (1) 

sera la relation de condition réglant le mouTement du point M'. 

Donc, en éliminant les corutarUes variables xf ety' entre (G), (OO et (1), nous obtien- 
drons réquation du lieu demandé. 

Or, (QO donne 



d*où , en substituant dans (1) , 



X 



X' 



et par suite (0) devient 



Donc U lieu est une ciss&ide dont le sommet est celui de la parabole et dont la circonfé- 
rence directrice est celle décrite sur la distance de ce sommet à la directrice de la parabole , 
comme diamètre. 
N. B. La tangente 

P 
2 

à la circonférence précitée est bien asymptote de (^). 

Problême II. 

(iil en 11 Un 4i f«T6r éat fuMn i|ut Béas assuwt l Oi* tiifots otunie [fif. 142. 2)]? 

Soient A et TV le sommet et la tangente donnés , et prenons pour axes coordonnés : 
AX perpendiculaire A TV et AT parallèle à cette même droite. 
Ceci posé, F étant un des points du lieu en («,/!)> nous aurons 

y = ^x (AF) 

a 

pour l'axe de la parabole correspondante; et, d étant la distance du sommet A à la tan- 
gente TV, 

seront évidemment les coordonnées de la projection dp F sur TT^ c'est-à-dire un point de 
la tangente au sommet de cette parabole, donc 



y-^-^x (AQ) 

— a 



sera cette droite. 



ArPLlUTtORS StIK LA FAKABOLE. 

Or, AP «t AQ doiTéat h ooiipar à ugle droit, donc 



Aiiui te lUtt ett une parabole ayant A pour tommet , AX pour axe et d pour paratnêtre. 
N. B. Le lectoar aara d^à renurqaé qne le point A du lien (f) a'« qa'ane «sistaDce 
anaiTtique , «a tant da moini que l'oD ne contidère qne 1m condition! kjkùI donné (f). 

Probléhe UI. 

tntlnin li fMifeili tat « muR ta taT«. m t«|aU A n |M ril|. lit, l]]. 

Soient P, M et TP le foyer, le point et la ttngrate donnai. 

La directrice DD* doit dtre tangente à la circonférence 
ayant H comme centre et MP pour rayon, et paaaer par P' 
^symétriqua de F par rapport à la tangente TT* ; donc , cette 
directrice eat déterminée et a même nne double solution. 

EnOn FH et P*!!' perpendicnlairea à la directrice déter- 
minent la première : U iommet A et la seconde le point de 
contact H' de la tangente TT. 

N. B. Le problème admet donc deux aolutlona et érldem- 
ment il tant qne le point et le foyer donnés aoient d'nn même 
cAté de la tangente. 

Problème IV. 

(Ml «t ta Un II MBMt fa Mfta *Nt iM iMi tofaU 1 nt fcmlita, UUnlMi m ne* 
i» MlMt mim* à tu MfHl* pnkilt lirt Cm MMik im «U éi ta ftMUn [0%. lU, 1)]? 

D'abord la tangente an sommet 0' de la parabole 
intérieure déterminera les génératrices da lien, 
ponr le point 0" sitné anr l'axe. 

Ceci posé , soient 

P) y» — 2pa: et y« — 2p'(* — «) (P' 

les équations dea deux diiectricee OK et (fK'. 

La tangente génératrice au point (x/, ^ a.ponr 
caractérisation 

Slf-pix + lTl, 
«t, comme elle paue par la point (a, f), 
Pj'_P(« + i1 o« P»-p(«+i) (C) 

sera l'eipression de la corde des contacta H'R'. 
Or, les abscisses des points â'interaection do (C) avec (F) sont données par 

pV + % (p'« — p'(3^ a: 4- (p»«* + 2p'(i|3») = ; 
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et, comme ellea doivent être égales , nous btobs 

(3' {p^* — 2p»a — ip*a) = 0. 

C'est- A-dire que 

^ ' (3' = et p'(3* - V (t + a.) {f-; 

or, (9) caraclérisant deux droites confondues avec OX est évidemment une solution étran- 
gère ; quant A (f 0' '^'^' ""^ parabole dont le sommet est en 0" symétrique de 0' par rap- 
port à (0) et égale à (P) et à (P') lorsque ces derniers sont identiques. 

PROBLËNE V. 

Bèdire U pinbelt liit n Hiult : Il dinctricc 01', m tuggate TT' t tm paint d« oaitut ■ (lig. Ut). 



D'abord le foyer F est déterminé par la droite 
MF donnant TT* pour bissectrice de l'angle RMf 
et par la circonférence, ayant U pour centre et dé- 
crite avec le rayon MR , distance du point M i la 
directrice. 

De la position du foyer P, on déduit i'sfx» PH 
perpendiculaire A DD'; et par suite le aoiqiiiet A «t 
le paramètre 2p = 2FH. 



Problème VI. 
lu Ht 1« Un it umMl du puikilet tjat ui tugntt tt u lijn tn>iii (fif. Itt) ! 

Soient TT' et p la tangente et le foyer donaii : 
déjà la projection /"de F sur TT' lors UD point dn 
lieu , et c'est celui donné par la parabole ayant FX 
pour axe ei 4F/ pour paramétre. 

Maintenant soit H un dei lommets dem^adéi : 
MF et M/* devront être l'axe at la tangente corrai- 
pondant A une certaine parabole génératrice , «t 
comme ces droites doivent Stre rectangulairas , le 
lieu est celui du sommet d'un angle droit dont lea 
côtés passent par deux points Aies F et f : do^tc. 
c'est tacirconférencc décrite air Pf comme ttiumitn. 

Problème VI [. 

léttraiin 1« litn di h^n <u ;iiibt1a «jul aimt AititriH Bf il m lu|(iti bmuh TT 

(llpn 14G). 

Chaque point du lieu devant avoir son symétrique sur DD' par rapport A TT', le lieu ne 
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pent être qna U droite IF symitrïque do DIV par 
rapport à la tangente. 

Pour procéder analytiquemeot, nous prandrooi 
TV et sa perpeDdicnUlre tX poar aiea coordonnés, 
et en représentant par 



y-^ax (DD') 

la directrice DD"; nons aoroDs, («, f) étant les 
ooordonoéea d'un de* foywi F, 



pour le lieu amande, pnisquelf point F' on (—s. t) 
doit être situé sur la directrice ; seulemeiit le point 



I doit évidemment être ri 



PROBLtHE VIII. 
giil Ht le Un il umut ia hciMn ifat mlm tiiMtilu 1 m lu|«it« anaut (Oi. UÇî 
En conservant les notetions précédentea 

sei-a l'équation des axes des paraboles génératrices ou d'une génératrice du lien , et 1« 

seconde génératrice fB sera évidemment 

j-M + P (Gl. 

Donc, en éliminant > et j; entre (O), (0*) et (f) du problème précédent, noua aurons, 
pour le lieu demandé, 

y-=— «'« {9'), 

c'est-A-dire une droiU passant par l'origine. 

Problëhe IX. 



Oi fauida 1* li«R du pied) du inmilH wnta tn 1 

HBwt et Btw u« (Hj. Wy 



■ petit 1 UitH In pmMn ijut 1 



Considérons la parabole, rapportée i son axe et 
à sa tangente au sommet, 

J'-Spi (P); 

2p est ici une constante variable. 

Remarqaonsd'abord que p=0 réduit la parabole 
A son axa, donc la projetante du point B donné 
sur OX, flxa un point B' du lien; p-^ia convertit 
la courbe en la teugente au sommet et par suite on 
en déduit encore B"; enfin, parmi tentes les para- 
boles, celle qui passe par le point B détermine ce 
point pour un de ceux de la ligne cherchée. 
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Ceci posé, soient {a, b) les coordonnées de B et («, fi) celles d'un point quelconque M 
du lieu , nous aurons 

y — (3- — Ma — «) 

pour la normale au point («, 0) de (P) ; et, comme elle passe par le point B , 

b-^ = -^(a-a) (G) 

P 
sera une génératrice , ici hyperbolique , du lieu demandé. 

D'un autre côté la situation du point (a, fi) donne spontanément pour seconde géné- 
ratrice 

P« = 2p« (G^ 

Or, l'élimination de la constante variable p entre (G) et (GK) donne 

P« + 2a« — 2aa — ft/3 = (9) ; 

c'est-A-dire une ellipse passant par les points B', B'' etB,et ayant pour centre le miUeu 
deAB. 

N. B. La courbe (9) passe également par l'origine A dont l'existence, pour la génération 
indiquée, n'est qu'analytique; cependant sa conception géométrique peut s'expliquer 
comme trait d'union entre les points donnés par les paraboles dirigées suivant OX et 
celles ayant OX' pour axe. 

Problème X. 

MUmiBir !• Um il poist niliei ée la oirde ds Mitiit iM UigntM i im pantoli it fmuit a ngle 
wiitat?? 

Soit 

j» = 2px (D) 

la directrice , en désignant par (a;^ ^) et {af^, y'^ les points de contact des côtés de l'angle \\ 
nous aurons 

G) tx = af + af' et 2tf = y' + y" (G' 

pour les génératrices du lieu cherché ; et évidemment pour équation de condition, réglant 
les mouvements des points de contact, 

i) y'*^<ipx', y"*-^ipjf' (2, 

avec 

* P* + y'y" ^^* 

et par suite, il ne reste qu'à éliminer x\ y', x^' et j^' entre (G), (G*) , (1), (2) et (3). 
Or, en carrant (G^) et simplifiant au moyen de (l) , (2) et (G) , on obtient 

yy = 2 (î/» — px) ; 

et, en retranchant du carré de (GO quatre fois la relation précédente, on trouve 



y'' — y' = i\/ipx — y'; 
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donc (3) se transforme en 

2pl/2px-y« 

ou 



2tg.V. »• — 2ptg.V.« + p«tg.V — 2pl/2pa; — y« (9). 

Ainsi Le lieu demandé est du quatrième degré; et se rapporte en même temps aux deux 
angles V et 180 — V. 
Caa spécial. V eai fiOo donne 

2j^ — 2px+p« = 0, 
ou 



»«-p(«-|) ((pr 



Parabole unique dont le sommet est le foyer de (P). 

Problème XI. 

(itl Mt h Um it U iriiMliii il tiyv la li finMt iir mi Mmaln ! 
Soit la parabole directrice 

»»-.2p« (D)i ■ 

nous avons pour les génératrices 

G) y -y- ^^{x-3f) et y = ^,(«-|) (G'; 

et pour équation de condition 

»'• « 2p«' (1). 

En éliminant x^ etif entre (0) , (QO et (1) nous obtiendrons le lieu demandé. 
Or, (CK) peut s'écrire 



d'où, A cause de (1), 






et par suite (O) devient 



ou 



donc 



K K / pK«\ 



K(p— «) ±Ka5 
î,«« ; 
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et par suite, en séparant et remplaçant K par sa valeur, 

• ?) y*^i{'-l) •* »* + («-f)*=o {?'. 

Or, le lieu (^ qui caractérise le foyer, doit évidemment être rejeté comme étranger à la 
génération indiquée ; et (f ) représente une parabole ayant pour sommet le foyer deDet 
pour paramètre le quart de celui de la directrice. 



lo Une sécante tourne autour d'un point fixe pris sur l'axe d'une paralAle; quel est le 
lieu de l'intersection des normales à là parab'ole par ses points de rencontre avec U 
sécante? 

29 Une parabole se meut parallèlement à elle-même, de manière que son sommet décrive 
la parabole initiale ; quel est le lieu du point de contact des tangentes tracées par le 
sommet primitif à la parabole mobile? 

3<> Quel est le lieu du point dont la somme des carrés des distances à une parabole 
donnée , est constante ? 

40 Un angle constant tourne autour de son sommet placé sur une courbe du second 
degré, aux points où les côtés de l'angle coupent la courbe, on mène des tangentes A cette 
dernière. Quel est le lieu du point de concours de ces tangentes ? 

5^* Par un point pris sur l'axe d'une parabole , on mène des parallèles aux tan^eiitès : 
quel est le lieu du point où chacune d'elles rencontre le rayon vecteur du point de contact 
correspondant 

6» Par le foyer d'une parabole on mène des droites faisant un angle constant avec lèë 
tangentes ; quel est le lieu de l'intersection de chaque droite avec la tangente corres- 
pondante? 

70 Si par le sommet A d'une parabole on mène une corde quelconque AM, et par le point 
M une perpendiculaire MB A cette corde, terminée à l'axe AB de la courbe; la dis- 
tance PB entre le point B et le pied de l'ordonnée du point M, sera égale au paramètre. 



tiiméc dies propriétés dl«s coarbes dn secoad orére* 



DE LA PARABOLE. 



XLVI« LEÇON. 



SOMMAIRE. 
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lOT. Si nous considérons la parabole 

y» = ipx (P), 
et le système de cordes parallèles 

y =s mX'\' n (c) ; 
nous en déduisons, par une des méthodes déjà exposées, 

y-i ^^ 

poar le diamètre correspondant. 



40 
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Ainsi les diamètres de la parabole sont paraUèles à taxe. 
Réciproquement , UyuÂe panMèle à Vaxe de la parabole est un diamètre de cette 
courbe. 
En effet, de 

» = *, 
on obtient 

P 

pour la direction des cordes correspondantes. 

Théorème I. 

Dans la parabole, le produit des directions d*un diamètre et de sa corde, par 
rapport à Vaxe de la courbe, est constant. 

En effet, la direction d'un diamètre étant 

0, 
on aura, m n'étant pas infini, 

0. m = 0. 

On démontre également ce théorème en considérant encore Tellipse comme une 
dégénérescence (§ 184) de Tellipse ou de Fhyperbole; en effet, m et d étant les 
directions d'une corde et de son diamètre, nous avons trouvé [§ 137, Th. I; 
§168, Th. I] 

p étant le demi-paramètre de l'ellipse ou de Thyperbole. Or, en posant a = oo , 
on obtient 

mi^O. C. Q. F. D. 

Remarque. Ce théorème commun aux trois courbes du second ordre, présente 
cependant une anomalie : supposons qu'il s'agisse des cordes principales , c'est-à- 
dire de celles normales à leur diamètre; nous aurons, pour le produit mi, 

tg. 0^ tg. 90« = 0. 00 « 1. 
Car, quel qne soit À, tg.Âcotg.A » 1 donne 

tg. o^ tg. 90* = tg. o^ cotg. 0* « 1. 

Cette dernière relation n'existe, pour le théorème ci-dessus, que pour a ^=^ b; 
et encore seulement dans le cas de l'hyperbole équUatère. 



i 
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Théorème II. 

Les cordes £un diamètre sont parallèles à la tangente menée par rorigine de ce 
dernier. 

Car le diamètre 

9 

donne» pour la direction de ses cordes , 

p 

c*est-à-dire la direction de la tangente au point (z\ d). 

N. B. Le lecteur déduira de ce théorème , une construction facile pour tracer 
une tangente parallèle à une droite donnée. 

ParalMle «■ eo«rdowiée« obligées «péelalea. 



• Considérons la parabole 

j/« = ipx (P) 

rapportée à son axe et à sa tangente au sommet ; et déduisons-en le système de 
coordonnées obliques n'altérant pas cette forme. Â cet effet, désignons par (a, b) 
la nouvelle origine et par a, a' les angles formés par FX et IT nouveaux avec 
Fancien axe des abscisses positives , on devra changer 

X ) ( a + X COS. a -f- y cos. a, 

y ) { b + X sm. ot + y sin. a ; 



d'où, pour (P), 

y+2Jsina 



— 2p cos a 



—^pa) ' 



îf* sin* a + 2 sin a sin a. aîy + sin* «• «* + ib sina' 

— 2pcos.a 

et par suite , a , a , a et 6 seront déterminés par les relations 
sin.*a«0, sin. a sin. a = 0, ftsin. a — pcos. a' = cl /;• — 2;?fl=0. 
Or, la première de ces conditions satisfait à la seconde et exige 

« = 0** ou a==180«; 

c est-à-dire que U nouvel axe des \ est un diamètre y de plus, Uorigine est un 
point de la courbe, car on doit avoir 

b^ — ipa^O, 
Enfin , de 

b sin. a — p cos. «' = , 
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on obtient 

et par suite Caxe des Y tumveaux est la tangente au point (a, b). 
Ceci posé, en considérant 

Téquation transformée de la parabole devient 

y* sin.'a' = 2px; 
d où , à cause de la valeur de tg. a, 



y'-i(x +2)^. 



ou 

y* = ip'x (P'). 

ScoLiE. La quantité ip' est désignée sous le nom de paramètre du diamètre 
pris pour X, et on reconnaît qu il a pour valeur qtiatre fois la distance du foyer 
au point (a, b), 

lOO. Nous engageons le lecteur à effectuer les calculs relatifs à la réciproque 
du § précédent. 

^OO. La parabole en coordonnées obliques, quoique spéciales, ayant la 
même forme que la courbe à Taxe et à la tangente au sommet, on en déduit : 

L Les carrés des ordonnées conjuguées iun diamètre sont entre eux comme les 
abscisses correspondantes. 

II. La tangente au point (x\ y) aura pour direction 

P' 

pour équation 

yy' = p'(x + x); 

et pour sous'tangente 

ix\ 

F61e & polaire de la parabole* 

5^01* Prenons pour axe des Y, la tangente parallèle à la polaire et pour axe 
des abscisses le diamètre du point de contact , 

^ = ip'x 

sera alors Téquation de la parabole. 

Ceci posé, la tangente du point {x'\ y") de la polaire, aura pour corde de 
contact 

y"» =p' {^' + x) 



CoHSTRtlCTIOK DE LA PARABOLE EN COORSONH^S OBLIQUES. 3IT 

admettant la constante 

— x" 

pour abscisse à l'origiQe ; et comme ce résultat est indépendant de tf. Ut cordei 
des contacts des tangentes, menées à la parid>ûU,par les jwints de la droite 

coupent Paxe des '^ en un point constant ; c'est-à-dire au piîte. 

CourtrNcttoH de la p«ntb«l« ea eoordvaaéea ékBtra»» tftrtmUM 

»09. Soient MX et HY (fig. 148) un dia~ 
mètre de la parabole et sa tangente en H et 
appelons ip' le paramètre du diamfetre MX. 

Ceci posé, traçons MF de telle sorte que 

Y-MF-YMS, 

et prenons 

MF-ip', 

le point F sera le foyer; puis traçons DD' per- 
pendiculaire à HX et distant de M de MR = MF, cette droite sera la directrice. 
Le reste de la construction s'achèvera fecilement. 

N. S. Nous engageons le lecteur à appliquer la méthode exposée (j 144 et 173) 
pour l'ellipse et l'hyperbole. 

Th£orExe. 

Si d'un point intérieur ou extérieur 
à ta parabole on trace un diamètre et 
une parallèle à la corde conjuguée ; le 
rectangle des deux parties de la paral- 
lèle, vata celui du paramètre de ce dia- 
mètre et de la distance du point à la 
courbe, nuâs comptée sur ce diamètre; 
c'est-à-dire (fig. 149) 

lA. lA— 2p'. IG. 

y* = 2p'*. 

GÛ* = 2p'.0Q et AR» = 2p'.0R; 
et par suite 

GQ» — AR» = 2p' |0Q — OR) = 2p'. RQ = 2p'. IG (1). 



En effet, nous avons 
d'où 
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Op 

GQ» — AR» = (GQ + AR) (GQ — AR) - lA. lA' (2), 

donc, (1) et (3) donnent 

lA. lA' = 2p'. IG. C.Q.F.D. 

PnOBLËHB. 
Construire la parabole connaissant ta direction de l'axe et trois points {Gg. ISO). 

Soient A, B, G les trois points 
et HN la direction de l'axe; ti- 
rons la corde AC et le diamètre 
DB, ainsi (jne celui rX de cette 
corde ; nous aurons , ip' étant le 
paramètre inconnu de I\, 

AD.DC — BD. V; 
donc DH, -segment déterminé 
sur la corde BD par la circon- 
férence des trois points A, B, C , sera 2p'. 

Si maintenant nous désignons par x la distance du point 1 à l'orif^ne du dia- 
mètre IX ; nous aurons, AI étant l'ordonnée, 

AI» — 2p'-*; 
c'est^-dire que x sera te segment 10 déterminé sur le diamètre pC par la drcon- 
férence des points A , C et E ; E étant donné parlE — DH — V- 
N. B. Le lecteur achèvera facilement la construction. 



Voici quelques problâme* à réBoudre. 

l' Cooitmin la parabole ooDnaiuaDt deux tangentes et la directrice. 

2° Qnel est le lien dn sommet d'un angle dont les côté? sont tangents à noe parabole f^t 
forment «tsc l'axe deax angles dont la somme est constante I 

70 D'nn point fixe P on mine à ane parabole donnée , une sécante qaalconqaa PAB ; 
qoel est le lien dn point H de cette sécante pour PH* •= PA. PB t 

5a Ou mène une tangente quelconque à une hyperbole , on Joint les pointa où elle coape 
ses asymptotes a deux pointa fixes ; quel est le lien de l'intersection de ces denx droites! 

&• Étant donné un arc de parabole, décrire la conrbe. 
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SOMMAIRE. 

Théorème. L'aire de Tellipte est égale à celle d'un cercle dont le rayon est moyen 
proportionnel entre loi demi-axes de l'ellipse.— Problème. Déterminer le voltene 
donné par l'ellipse tournant antonr d'nn de ses axes. Qoand ce Tolnme est-il 
mazimnmT — Théorème. La snrfiice d'nn segment hyperbolique a pour mesure le 
log. (La base dépend de la puissance de l'hyperbole) de l'abscisse du point extrême 
de l'arc de la portion de courbe considérée. — Théorème. L'aire d'un segment de 
parabole Tant les deux tiers du parallélogramme construit sur les coordonnées de 
l'extrémité de l'arc parabolique et avec leur inclinaison mutuelle. •— Problème. 
Le TOlume engendré par un segment parabolique, tournant autour de son axe, 
Tant la moitié du cylindre de mémo base k de mémo hauteur. —Exercices. 

5MMl« Les théorèmes et problèmes qui vont suivre se rapportent à Tévalua- 
tîon de segments Elliptique, Hyperbolique et Parabolique et des volumes en- 
gendrés par la révolution de ces sefpments autour de leur ave. 

Théorème. 

L*aire de VeUipse est égale à celle d'un cercle^ dont le rayon est moyen pfvpor- 
tionnel entre les demi-axes de VeUipse (fig. 151). 
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Nous avons 

"V + b*x* =- a'b* et 3^ + y* = a' 

pour les équations de l'ellipse et de la citconféience décrite sur son axe tr^ns- 
vci-se comme diamètre; donc 

pour les ordonnées de ces lignes et correspondant à une même abscisse. 

Ceci posé, concevons un polygone ins- 
crit dans le demi-cercle décrit sur BB' 
comme diamètre; les projetantes des 
sommets sur l'axe fa déterminent des tra- 
pèzes rectilignes T et l : appartenant les 
premiers k la surface circulaire et les se- 
conds à celle de l'elUpse, et pour lesquels 
on a 



doû 

Or 

donc 

et par suite, pour(l). 
On aurait de même 



T ::y'-i-v" : Y' + Y" (i). 
îf- : Y' :: j/" : Y" ::(.:«. 
y' + y" : Y' + Y" v.bia; 
lit :: b:a. 



r-.r ■.:b:a, f :T :: b:a, f" : T" :: b : a, 
et 

( : T :: (' : r :: t" : T :: f" : T" :: ... :: b : a, 
d'où 

1 + 1'+^ + f" + ... : T -l- r -I- r -I- r" -l- ... :•. b-.a. 

Mais, à mesure que les sommets (x', y'), {3f, y")... d'une part et (i', Y^. 
{x", Y^ ... d'autre part, se rapprochent sur les coui-bes où ils sont situés, les 
surfaces t+l'4-r + ...etT-|-r+T+... tendent à coïncider avec la demi- 
ellipse et le demi-cercle ; donc, a la limite, 

E : M» :: ft : a, 
et par suite 

E = 7:fl6 = Tr((/âft)* (SE); 
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c'est-à-dire que Faire de reliipte est égale à celle d'un cercle, dont le rayon est 
moyen proportionnel entre les demi-axes de l'ellipse. 
CoiouAiitGS I. La relation 

«£ ^ a'b' sin. (a' — «) , 
substituée dans (SE), doDne 

E — itaVsin. (a'— «); 

ou la surface de VeUipse en fonction de deux diamètres conjugués et de leur angle. 
n. Si on considère un segment elliptique compris entre une portion de courbe, 
un diamètre et les cordes conjuguées de ce dernier, menées par les extrémités de 
l'arc elliptique , on trouvera focilement 



S' étant le segment circulaire du cercle décrit sur ia' comme diamètre, com- 
pris entre l'arc, le diamètre ia' et les perpendiculaires à ce dernier par les pieds 
des ordonnées obliques des extrémités de l'arc elliptique. 

ScouE. Si le diamètre Sa' est l'axe transverse Sa, a' — a == 90" donnera 



Probléhe. 

Diterminer le volume engendré par VeUipse tournant autour d'vn de ses axes 
(fig. 15S). 

Supposons que l'ellipse tourne autour de 
son axe transverse Sa, et prenons cette droite 
et sa conjuguée centrale pour axes coordon- 
nés, nous avons 

o'jf» -|- JV = tt'fr* et i» -t- y* — o' 

pour les équations de celte courbe et de la 
ciconférence décrite sur 2a comme diamètre; 
d'oii 

!(' : Y» :: t» : o» 

pour les ordonnées de ces lignes et corres- 
pondant à uue même abscisse. 

Ceci posé, considérons les trapèzes rectangles ayant pour sommets (a^, o), (sd^ y'), 
(je", f) et (ic", 0) d'une part et [x\ o), (a:", \\ (a". Y") et (i", o) d'autre part ; et 
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désignons par v et V les troncs de cônes donnés par leur révolution autour de la 
droite y = ; nous aurons 

V = i 71 (a^ — jO [Y'» + Y'^ + TY'T; 



d'où 



Or, de 



on déduit 



donc 



et par suite 



d'où 



t> : V :: y'» + y"» + j/'y" : Y» + Y'* + YT'. 
y* : Y*» :: y"» : Y"» :: b* : a», 



y'y": YT" :: b* : a»; 



y-i . Yt :: y^ : Y"« :: y'y" : YT" :: fc« : a», 



y^ + »"* + »'»": Y'» + Y"» + YT' :: b* : a»; 



V :Y :: b* : a*. 
On aurait de même, pour une suite d'autres points pris sur ces courbes, 

v' : V :: d» : a\ «" : V" :: b* : a*, v'" : V"' :: b* : a», 
donc 

v : V :: v' : V' :: v" : V" :: v'" : V'" :: ... :: b* : o«; 

et par suite 

vJ^v'+v" + v''' + ... : V + V'+ V"+ V'" + ... :: b' : a\ 
et, en passant à la limite, 

VOLUME ELLIPSOÏDE : VOLUME SPHÈRE DE RAYON a II b' l a'; 

donc 

b* 
volume ellipsoïde = -J r a' — = | t: ûi*. 

a* 

Ainsi le volume de VeUipsoîde est celui de la sphère ayant pour rayon le second 
des deux moyens proportionnels insérés entre a et b. 

En effet, de 

H a : ar : y : 6, 
on déduit 

X* ^ ay et y* = bx; 
doù, en éliminant x, 

y5 B ab* ; 
et par suite 

volume ellipsoïde = { r jf*. 
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CoROiuiRB. Si l'ellipse tournait autour de son petit axe, le volume serait 

Ainsi relUpte doit pivoter autour de son moindre axe pour que le volume engen- 
dra loit maximum. 

ScoLiE. L'ellipsoïde de révolution vaut les deux tiers du cylindre qui lui est 
circonscrit. 

Remarque. La terre est un ellipsoïde applatie vers les pâles et tournant autour 
du petit axe, donc son volume est maximum pour son ellipse génératrice. Ainsi 
un cataclisme résulterait de t'axe équalorial devenant celui des pftles, car le 
volume terrestre devant diminuer, cela ne pourrait avoir lieu qu'en perdant dans 
l'espace une partie de son volume actuel. 

ThëohUe. 

La tuTface (f un ugment hyperbolique a pour mesure le log. (La base dépend de 
LA PUISSANCE DE l'hiperbole) de rabscisse du point extrême de Varc de la portion 
de courbe considérée. 

On désigne communément sous le 
nom de segment htperbouque, la partie 
du plan de cette couriv comprise entre 
une portion de son arc, les parallèles 
menées par ses extrimités à une asymp- 
tote, et Vautre asymptote. 

Considérons d'abord l'hyperbole équi- 
lalëre ayant l'cnitE pour puissance, son 
équation sera 

xy=i; 

et cherchons d'abord le segment CPBÎB (iig. 1S3), dont Vanité et x sont les abs- 
cisses des points extrêmes de l'arc BM. 

A cet effet , divisons CP en parties telles que les points de division donnent . 
pour leurs abscisses, une progression géométrique 

1, 3f, x"*, 3f ^'" ou x; 

les ordonnées correspondantes seront 

114 1 

i _L, —, — , -r ou X. 

' 3f af* x'^ i'" 

Maintenant si par les points de division C, C, C", C".... nous élevons des per- 
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pendiculaires à Tasymptote OX et que chacune soit limitée à la parallèle à OX me- 
née par lextrémité de Tordonnée précédente; nous aurons des rectangles 

BCC'D', VCCD\ B"C"C'"D'" ... 
dont chacun aura pour mesure 

af — i; 
et dont la somme aura évidemment pour limite 

segment GPMB. 

m 

Or, si on ajoute successivement les deux premiers, les trois premiers, ... rec- 
tangles , en remarquant que te premier ou celui compris entre BG et lui-même 
est zéro , on obtient pour 



les abscisses 


\ , 


«' . 


a^ 


af* 




x'' ou X 


aires rectangulaires 


, 


x'—l , 


*2(«'-l)-. 


3 {2f-i) , 




n(aS'— 1). 



Donc , en posant n » x> , la continuité sera établie d*une part de 

1 à a;, 
et d'autre part de 

à » (x' — 1) ou fi (i/"î — 1) ; 

donc , Y aire hyperbolique est le logarithme de ïabsdsse extrême. 

Cherchons maintenant la base de ce système de logarithmes; or, en désignant 
par e cette base, pour laquelle n s= oo , il vient 



ou 



^n[x'-\) ^^.n 



,»{l/ï-l)„^. 



et en posant Thypolhèse particulière a; -= c , on obtient 
d'où, après développement. 



^ 1- n ^ 1' 2 -1»»+ 1.2.3. •n» + -* 



puis, réduisant et adoptant une fonne faisant disparaître la forme ^ , 

„ -('-l)/('-^)('-!)/(^->-!)('-!). 

"^ [2] 7 [3] ■*" [4] "^" 



n M L'amiBOLB tulgaiu. 



•-'+T2r"*'T3T+iir+w+'- 

pour its 00 . 

Donc, dans le cas de l'hyperbole équilatère , dont l'ooité est la puissance , u 
BASB EST CELLE DE Nbpbr (logarithmes dits naturels) et on pose 

aire PGMMl — log*. x. 

La formule précédente détermine également le segment GIKB pour leqnel l'abs- 
cisse exir&me est moindre que l'unité : en effet, on a 

aire GIRB — BGOA + AGKB — lOGK — AG^, 
car les rectangles BGOA et lOCK sont équivalents. . 

Mais l'aire AGKB n'est autre que le segment hyperbolique compris entre les 
ordonnées 

OA — 1 ei OG = y, 
donc 

ClgB-AGfg -. log". ï - log. - — — log". ar; 

c'est-à-dire que U iogaritkme népérien de [abscisse doit être pris négativement. 

N. B. La base Népérienne étant sapérieure i l'unité, cette dernière surface est 
et devait ëfra positive. 

" "^ Considérons maintenant l'hy- 

berbole quelconque {Rg. 1K4). 

a^ -» m', 

et concevons en même temps 
l'hyperbole équilatère ayant l'o- 
nilé pour puissance avec une 
asymptote et le centre communs. 
Or, le recun(^e IN,L,K et le 
parallélogramme tNLK ayant 
même base IK, ontponr rapport 

IN,: LS :: IN. : LK sin. |3 :: IN, i NI sin. p; 

mais 

1 ' 'M* 

m, -i et IN-— , 

X X 

donc 

IN,L,K:INLK :: - : — sin. J3 ;: 1 :m'sin.|3; 
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et, à )a limite des sommes de ces rectangles et de cespai-allélogrammes, 

PCBjà, :PCBM :: i :m'sin.|3, 
ou 

log'. i: PCBM :; 1 : m* sin. J3: 
donc 

PCBM = [m»sin.(3]log'. x. 
Ainsi, 

PCBM -= log. X 
correspond au système de log. ayant pour module 

m* sin. |3, 
en partant du système naturel ; et cette basse B est donnée par 

i 

' sin. 

De la Parabalr. 



L'aire d'un legment de paraifole vaia les deux tiers du parallélogramme construit 
sur les coordonnées de l'extrémité de tare parabolique et avec Uwr indiiuâsou 
mutuelle (fig. 135). 

Soit le segment de la parabole OWV com- 
pris entre la courbe, un diamètre OX et la 
demi-corde conjuguée M"?" de ce dernier. 

Inscrivons un polygone OMM'M" dans l'arc 
OM" et traçons les ordonnées MP, M'P', WV 
et les abscisses MQ, M'Q', M"Q" de ces som- 
mets; puis comparons un trapèze (T) interne 
WW'W k celui (t) externe M'Q'tTM", noos 
avons > 

2T=(»''+i/'l(*"--i--']s.9, 2t=(x"+i')(y"-y>.fl-, 
et, pour leur rapport. 



VOLUMB DU PAKABOLOIdB DE IliVOLUTIO^. 

Or, la situation des points (x*. y) et (x", y") donne 
»^ = !j>l" et v'— Jpi', 



d'où 

et par suite 



r+rt ur-ïi = sp (a^-ii. 



donc, en substituant dans (1), 

I y^ + y" »" + y' - 

i ■" 2p ' «" + ar" 
d'ob, â la limite, en posant a^=>: a:* et y" •—y', 

ttim 
c'est-à-dire que 






px' px* 
OM-T»" : OM*'Q" :: 2:1. 
^"V^+^'Q" ou OP^''Q'':^'T»"::3:2: 



donc 



OMT" - i OtnfOr— I is sin. e. C. Q. F. D. , 

ScouE. Si le diamètre OX était t'axe de symétrie, od aurait 

5m*'P" = \ xy. 

Problème. 

Le v(Av.me engendré par u» segment paraboUqw, tournant autour de son axe, 
vaut la moitié du cylindre de même base et de mime hauteur (fîg. 1S6). 

En effet, inscrivons 
un polygone OMM'M" 
dans un arc parabolquc 
OM" et menons les 
ordonnées et les tan- 
gentes aux sommets M , 
M', M", M"', nous for- 
mons ainsi une série 
de trapèzes tels que 
VTiTirV intérieurs et 
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une suite de triangles extérieurs SQ"Q', Ceci posé, appelons V et v les volumes 

engendrés par ces figures tournant autour de OX , nous aurons 

d'où 

V 4 iy'^ + y'« + iff) 

^~ (»' + f? 

et par suite pour la limite de ce rapport , en posant a:" =: «' et y" = y\ 

V 
limite — = 3. 

V 

Ainsi t on a 

votem^ 5m"P" : volume ^"Q" :: 3 : 1, 
donc 

volume^"?" + volume 6m"Q" : volume OM'T" :: 4 : 3 ; 

et par suite, à cause de 

vol. 6W'V' + vol. 6îrQ". « vol. Çi'V'W « l tt y"V, 

î iii/'h^ : vol. 6ï5rP" :: 4 : 3 ; 
d*où 

vol. 5ïîrF = \ Ttf^. x\ C. Q. F. D. 

ScoLiE. Le volume précédent, désigné sous le nom de paraboloïde de révohOiM^ 
vaut donc la sphère ayant pour diamètre l'ordonnée, lorsque cette dernière vaut 
trois fois son abscisse. 

N. B. Supposons une lumière placée au foyer F de la parabole (fig. 139) géné- 
ratrice du paraboloïde de révolution , tous les rayons lumineux réfléchis suivant 
des parallèles à Taxe donneront un faisceau lumineux se propageant sans dis- 
persion et éclairant à une grande distance. 

Tel est le motif de la forme parabolique donnée aux réflecteurs des réverbères^ 
des phares , des télescopes et même du porte-voix et des cornets acoustiques. 



10 On a une série d'eUipses ayAat mâme surface et leurs axes dirigés suivant lea mâaoaa 
droites; quel est le liea des sommets du rectangle maximum inscrit dans chaque elKpaet 

2» De toutes les ellipses inscrites dans on métOB parallélogramâie, quelle est la pliui 
grande? 

30 De tontes les ellipses circonacrites à un mtee paralUio^trajiuaiia, quel est la plu» 
petite? 

40 Quelle est Taire de rellipse A^ + tBxff + Ga?«« 1 f 

50 Quel est le lieu du 8omm«t d'un angle circonscrit à la parabole, «t tel qne le triangle 
mittiligne formé par les côtés de Fangle et l'arc de la parabole ait une aire constantet 
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SOMMAIRE. 

Pu eàoê droit 4 de ms sections planes. — Théorème I. Les sections planes du 
cône tfont des courbes du second ordre. — Théorème II. Tonte courbe du 
second ordre peut se placer sur un cône droit ayant pour angle généra- 
teur. — - Cylindre droit k sa section plane. — Théorème. La section plane 
du cylindre droit appartient au genre elliptique. — 2« méthode de détermi- 
nation pour les sections du cône droit : I. ElHpse ; II. Parabole & III. Hyper- 
bole. ~ Du cône oblique k de ses sections planes. — Section anti-parallèle 
ou sous-contraire du côue. —-Théorème. Tout cône oblique donne pour section 
plane les trois courbes du second ordre. 

Ihi édite droit A de ses seetloiui planée. 

5M>tt« On désigne sous le nom de cône droit la surface engendrée par une 
droite indéfinie tournant autour d'un de ses points, tout en faisant un angle cons- 
tant ^ avec une droite fixe passant par ce point. La droite mobile est la généra- 
trice du cône, le point ^ la droite fixe en sont le sommet et Vaxe. 

■ 

N. B. La génération du cône droit implique évidemment que toute section per- 
pendiculaire à Taxe est un cercle; et que cette surface se transforme en un 
cylindre, si le sommet se transporte à Vinfini; c'est-à-dire si la génératrice est 
parallèle à taxe. 

42 
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TuËOHËïe I. 
Les seclions planes du cane droit sont de» courbes du second ordre (fîg. 157). 

Soit AMK une section plane d'un cdne droil 
et AX la trace de ce plan, sur son perpendicu- 
laire ASV passant par l'axe VV du cône. Ce 
plan ASV se nomme section principale du 
cône par rapport à celle AHX. 

Ceci posé, rappoi'tons la courbe ii la droite 
AX pour axe des X et à sa perpendiculaire au 
point A pour axe des ordonnées; nous aurons 

AP -= i et PM = y, 

et le plan sécant sera déterminé par SA ■> d 
et par SAX — a. 

Maintenant le plan ËMF mené par HP et 
EPF perpendiculaire it W, détermine «ne 
section circulaire EMF donnant 
y«-EP.PF (1). 

Or, le triangle ÀEP donne 

«n. AEP ou COS. fi : sin. EAP ou sin. « :: AP ou a: : EP = ~ ; 

'^ cos, ^ 

mais de PH parallèle k BS , on déduit 

PF — HB = AB — AH-=2dsin. p — AH, 

puis, traçant AI parallèle à PH, on a, dans le triangle APH, 

&in.AHP ott sin.B ou cos.(3:sin.APH ou sin.IAX' ou sin.{«4-2P) :: AP ou xzKH , 

d'oâ 



et par suite 

PF = id sin. ' Z ■ ■ 

'^ COS. (3 

Donc (i) devient 

2d sin. CL sin. ^ sin. g sin. (« + 2^) 



W- 



" COS. p COS.* j3 

DiscDSSiOB. Cette équation (I) peut représenter analytiquement et géométriqae- 
ment les trois courbes du second degré. En effet, 
« + 2fl < 180» 



\ 
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détermine une ellipse pour (^) ; et dans le cône, la section ÂMB, coupant toutes 
les génératrices de cette surface sur une seule tiûppe^ ne peut être que fermée; 
donc, c'est une courbe elliptique. 

donne une parabole, car (^) devient 

M sin. « sin. 3 

y — û — ^' 

COS. p 

Du reste, c*est une conséquence du parallélisme du plan ÂMB et de la généra- 
trice SB. 

Enfin pour 

a + 2p > 480» : 

(t{/) représente bien une hyperbole, indiquée par ce fait synthétique de rintei*sec- 
tion des deux nappes du cône par le plan sécant. 

Théorème II. 

Toute courbe du second ordre peut se placer sur un cône droit, ayant /3 pour 
angle générateur. 

En effet, considérons simultanément 

2d sin.asin.fi sin. a sin. (a + 2j3) , . 
ç) tt*^fpx-H^ et y«- eos.<3 '' ^^ "= ^'^^ 

Il est évident que cela revient à établir que d et a sont déterminés par 

. d sin. d sin. ^ ^ sin. a sin. (a + 2|3) 

i) ^ — - « p et r-^ = — ? (2. 

^ COS. /3 ^ cos.« /3 

Or (2) devient, en transformant le produit des sinus en différence de cosinus, 

COS. (2a + 2(3) = 2 (1 + q) COS.» |3 — 1 ; 
et a existera si Ton a 

2(l+?)cos.«P < 1 ou (l+9)cos.*^ < 1. 

Discussion. I. Ellipse : Nous avons 

^ a* 

donc, on doit avoir 

[l — ~)cos.*l3< 1 ou ^cos.«(3<l: 
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inégalité exacte, car on a en même temps 

- < 1 et COS.' 13 <1. 
a 

N. B. L'hypothèse d^=0 caractériserait un point qui serait le sommet du cane. 

II. Parabole : Alors 

g = 0; 
donc évidemment 

cos.'p < 1. 

N. B. d = réduisant (^) k 

»« = 0, 

on obtiendrait deux droites confondues avec la génératrice SA du cône. 

III. Hyperbole. Dans ce cas 

ainsi il faut que Ton ait 

[ 1 + -; ) COS.* (3 < 1 ou COS. /3 < -. 

Or, 6 désignant Tangle des asymptotes avec la partie de droite de Taxe trans- 
verse, de 

COS. G *= — , 
c 

on déduit 

COS. P < COS. 6 ou l3 > 6; 

c'est-à-dire quon ne pourra couper un cane suivant une hyperbole dontiée que si 
V angle total 2|3 du cône, est supérieur à celui formé par les asymptotes et comprenant 
la courbe. 
N. B. S|3 = 29 réduit la courbe à ses asymptotes. 

IHi e jUadre droit A de mi «ectloB jfUme» 

Théorème. 
La section plane du cylindre droit appartient au genre ettiptique. 

A cet effet, remarquons que la section circulaire faite par le point A et perpen^ 
dimlairement à Taxe du cône , donne 

r == d sin. (3 ; 
donc (if) devient 

y* = 2r -^ X — . «« (0;'), 

cos.p cos.'P ^ 



SKnm KLumwt ne gAke droit. 
Maintenant cooime le cône se transfonne en cylindre en admettant 

p-o, 

on obtient, pour (i]i'), 

y* = Sr sin. x.x — sin.» «. «• ; 
et, en posant 

rsin. x^b <r, 
il vient 

ry + fx* — 2frf*a: = (tjT); 

c'eGt-ï-dire une ellipse ayant pour axe» de symétrie. 
2r et ib. 
N. B. Le lecteur est prié de chercher directement (40- 



Ellipse. Une telle courbe ne peut ré- 
sulter d'une section conique que pour 
un plan coupant les génératrices oppo- 
sées sur une même nappe : supposons 
cette condition remplie et soit AMB la 
courbe dont AB est la trace du plan sur 
la section principale du cône ; puis po- 
sons (fig. 158) 

AB«=2a,AC=-29 et BD==2/. 

Des constructions analogues k celles de la première méthode donnent 

y»=EP.PG (1). 

Ceci posé, des triangles semblables AEP et ADB d'une part, BPG et BAC 
d'autre part, on dédoit 

\ fai 

ABoa2a:APouf ::BDou3/:£P, 



Pouâa— a::: ACou2ff ::PG,) ( PG - ^^ -; 



et par suite , pour (1) , 



{<P')- 



Ainsi (fi est une ellipse ayant pour axes 2a et une moyenne proportionneUs entre 
AG et BD. 
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Remarques I. La projection de Afi sur BD est BR »-> ^ + g; donc 



AD»«AB» + BD« — 2BD.br d'où AD '^i)/a* — fg — ic; 

c est-à-dire que AD est T excentricité de Fellipse. 

II. La circonférence inscrite au triangle SAB a pour point de contact sur AB , 
un foyer F. 

En effet, prenant BF = AF, on a 

FF ^ BF — AF = BK — AH = BK — CK « BC = AD - 2c. C. Q. F. D. 

N. B. Le second foyer serait encore déterminé par le point de contact sur AB 
de la circonférence ex-inscrite au môme triangle et tangent à AB. 

III. Le pied L sur AB delà directrice de droite, est situé sur la perpendiculaire 
menée du point de contact H à W. 

En effet, étant le centre de Tellipse, les triangles ALH et ABD donnent 

AL ou OL — a : AB ou 2a :: AH ou AF ou a — c : AD ou 2c; 
donc , componendo , après la division des conséquents par 2 , 

OL : a :: a : c C.Q.F.D. 

IV. Les plans parallèles au plan sécant déterminent des ellipses semblables. 
Car les triangles ABD et ABC restent semblables et le rapport 

a 
est constant. 

V. Une elUpse peut toujours être placée sur un cône droit quelconque. 
Dans le triangle ABD , on connaît 

AB-2a, AD = 2c et ADB = 90* — /3; 
et de 

2a > 2c, 

on déduit que ce triangle nest susceptible que d'une seule solution. 

Donc , on tracera ce triangle ABD et la médiatrice W normale au troisième 
côté BD , sera Taxe du cône dont DAS sera la génératrice ; tandis que AB sera la 
trace du plan sécant demandé sur la section principale ASB. 

2* CAS. Parabole. La trace du plan sécant sur la section principale du cône 
devra être une droite AX parallèle à une génératrice SC de ce cône, et comme pré- 
cédemment (fig. 159) 

y«-EP.PG (1); 

mais, en posant SA = d, les triangles AEP et SAC donnent 

se ou d : AP ou â; :: AG ou 2^ : EP ; 
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donc (!') se transfonne en' 

puisque PG -° AG •- ig. 

Donc la wcfwn (f*^ ett tmx parabole, 

ayant— pour paramètre. 

Remarques I. Le foyer F ett le point de 
contact sur AX du cercle tangent aux 
dnnUtS\,SCet\X. 
En effet, les triangles rectangles semblableB AOF, SAO donnent 

SA ou d : AO ou g :: kO ou g : AF. 



AF. 



C.Q.F.D. 



II. Le piedh de la dâ^trice sur W'.rtl sur la perpendiculaire abaiuéedupoint 
H sur taxe W du cène. 
Car le triangle isocèle ALH donne 

AL - AH — AF. 

in. Toutes les paraboles sont semblables. 

Les plans parallèles au précédent ne donnent qu'une série de triangles SAC : 
donc, de l'absence de condition de similitude, on doit conclure que toute* cet 
courbes sont sembMles. 

IV. Une parabole peut toujours être placée sur un eùne donné. 
En effet, le triangle OAF est déterminé par le cAlé 

AF-!p et OAF = 90« — p; 

donc, après sa construction , on tracera OS perpendiculaire à l'hypothénuse et AS 
formant avec AX, un angle dont AO sera la bissectrice : OS et AS seront respec- 
tivement l'axe et la génératrice du cftne ; tandis que AF sera la trace, sur la 
section principale du cAne, du plan décrivant la parabole donnée. 

3* CAS. Hyperbole. Ici le plan sécant coupera les génératrices opposées de la 
section principale sur les deux nappes du cdne; et, en conservant les mêmes 
notations que dans l'ellipse, nous aurons (Itg. 160) 

S'— EP.PG (1"). 
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Or. les triangles semblables AEP et ABD, puis BPG «t BAC douneot 



d*oO 



_yg«4-*j. 



AB ou 2a:AP ou x ::BD ou 3/':EP, 

2a:BP ou 2a+d;::AC ou SfftPG; ] f PO- 

et par suite poor H*) 

»• - -^ (*ut + *1 if). 

Donc (?'0 M( SM fcnMrMt «|wit Aft «^ S» 
pottr axe tratmiene, et la moyenne proportto»' 
nelle entre AC et BD pour axe imaginaire. 

Remarques I. La projection de AB sur BD 
est 

BR-r^ff, 
donc 

AD' = AB» + BD» — 2 BD. BR. 



AD = 2Ka' + /j; 

c'est-à-dire que AD eit fexcerUricité de tky- 
perboU. 

II. ÎM circonférence tangente aux généra- 



trices opposées d'une même nappe du cône «ï d AB, toache cette dernière droite au 
foyer F de l'hyperbole. 
En effet, prenant BP >= AF, il vient 

FF-^BF + AF — BK + KC — BC = AD-=2c C.Q.F.I). 

Le second foyer F s'obtiendrait directement au moyen du cercle tangent aux 
droites SB, SDetAB. 

m. Le pied de la directrice du foyer F sur AB, est situé sur la perpendicuiaire 
eimistie de ^ sur W. 

Car les triangles semblables ALH et ABD donnent 

AL ou a — OL : AB ou 2a :: AH ou AF ou c —a : AD ou 3e. 

et par suite componendo, après la division des conséquents par 2 , 

OL :o :: o:c. C.Q.F.D. 

IV. Les plans paraUélâs au plan sécant, déterminent des hyperboles semilabJes. 
Cela tient à ce que les deux séries de triangles ABD et ABC semblables donnent 
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pour le rapport des aies 

a 
c est-à-dire une constante. 

V. Une hyperbole ne peut se placer sur un dhu droit que lorsque tançle dps 
deux génératrices opposées du cône, est supérieur à eebd des Uffmptçîes. 

En effet» du triangle ABD, nous connaissons 

AB = 2a, AD«2c et ÂDB — SO^-^^; 
donc» le triangle ne sera possible que lorsque Ton i»iira 

AB *> ÂR ou ÂD sin. ADB, c*est-à-diK 2« > Si: e9§. | ; 
et par suite il faut avoir 

COS. p < — . 

c 

Or, 36 étant Tangle des asymptotes , 

a 
COS. 8 a» — ; 
c 

ainsi 

COS. j3 <" COS. e ou 2/3>"29. C.Q.F.D. 

Maintenant le triangle existant, il n en admettra pas moins deux solutions; soit 
ABD Tune d'elles : en traçant W perpendiculaire au milieu de BD , on aura l'axe 
du cône ayajit AD pour génératrice et AB pour tr%ce , sui* ABD , de la section 
hyperbolique donnée. 

^OO. La méthode précédente nous a permis de ccmstruire géométrique- 
ment les foyers et les directrices des sections coniques; et, ii ce seul point de 
vue, elle méritait de n'être point omise. 

90T. Le cône oblique (fig. 161) est engendré par la révolution d'une droite 
SB autour d'un de ses points S et s'appuyant constamment sur une circonférçjice 
AMB, dont le plan est oblique par rapport à la droite menée de son centre au 
point fixe S. 

Le point fixe e^t le sommet du cône oblique , tandis que la droite le joignant 
au centre du cercle et ce dernier en sont respectivement Vaxe et la base. 

Il est évident que toute section amb parallèle à la base AMB sera un cercle ; 
mais il est encore une autre série de sections circulaices non parallèles à la précé- 
dente, et nommée pour cette raison : section anti-parallèle et quelquefois sous- 

CONTRAIRE. 
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Le(9» XUX. — Les sbctiohs planes m gAre oblique sont mj second orme. 

En effet, soit une autre seclton a'mb' cou- 
pant le cercle amb suivant mP ; on aura, a'mb' 
étant supposé circulaire, 

T !.!.!. doi» «P-Pt-aT-Pi'; 
mP'=aP.Pfr. ) 

c'est-à-dire qu'il suffit que tes quatre points 
a, a', b et b' appartiennent à une mftme cir- 
conférence. Donc, le cercle passant par les 
points a,a' ei b détermine le point b' par sa 
rencontre avec SB; et par suite la trace a'b' 
de ta section circulaire du point a' et voh pa- 

raiUle à AMB ; de plus , toute section parallèle !i a'mb' est également un cercle. 
ScouB Les droites ab et a'b' appartenant à une même circonféreDce, et élaot 

les diamètres de deux cercles; ceux-ci seront donc situés sur une même sphère 

ayant pour grand cercle celui des points a, a', b et b'. 
N. B. Le cylindre oblique admet également une section circulaire anti-paralUle. 

Théohéjie. 

Tout cane oblique donne pour section plane Ut troit courbe* du tecond orére 
(fig. 165). 

Soit DV la trace du plan sécant sur la base 
AKB du cAne oblique et ASB la section prin- 
cipale du cdne; c'est-ï-dire le plan qui pas- 
sant par W, est perpendiculaire au plan de la 
courbe OM. 

Ceci posé, désignons par a, d et }> les angles 
SOX. SBA et SAB; puis par HP perpendi- 
culaire à OX, menons la section EHG paral- 
lèle à la base AKB; nous aurons 

MP'-EP. PG ou y*-EP.PG (1), 

OX et sa perpendiculaire OY étant les axes 
coordonnés. 
Or, te triangle EOP donne 

X sin. a 



sin. OEP ou sin. y : sin. EOP ou sïn. « :: OP ou x : EP 
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puis traçant OG et PI respectivement parallèles k AB et SB ; il vient 

PG — IC-OC — 01 (2), 

sin SCO ou sin d : sin ASB ou Bin (y + (î) :: SO ou d : OC — ^^^"frj^^\ 

sino 

sin ( y ■ I "^ (? — 3c) 

sin OIP ou sind : sinOPI ou sin (y +i—a) :: OP ou « : 01 = — . ^ x ; 

' sin a 

d*oti pour (1) , à cause de (2) , 

dsina8in(y 4-^ sin a sin (y + o — a) . 

mI ks ' X — ' r X* vin. 

sin y sin o sin y sin o 

Ainsi le lieu est une courbe du second degré : Elliptique, Parabolique ou 
HyperhoUque, suivant que Ion aura 

y + * — «>0, y + <î — ««O ou y + 5 — a<0; 

car on a 

y 4- j _ a < ^80^ 

Remaeque. La section (^) sera circulaire pour 

sin a sin {y 4- ^ — «) = sin y sin d , 

ou, en remplaçant le produit des sinus par une différence de cosinus et simpli- 
fiant, 

cos {y + i — 2a) « cos (y — S). 

Donc on doit avoir 

(y + a_2a)+(y — *) — 2*7r ou (y + *— 2a) — {y — (J) «2*71; 

c'est-à-dire 

y — a aes iTT OU S a «« AtT. 

Or, a , y et d sont moindres que rc ; donc & » donne 

a^=^ y OU a =3 J. 

Dans le premier cas la section OM est parallèle à la base AKB; et dans le 
second, elle lui est anti-parallèle puisque le triangle SOR est semblable à SAB. 
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CJoosIdératloiis sénénde» sur les coordonnées d'nn point. 

590td« Jusqulci nous avons déterminé le point au moyen de deux généra- 
trices rectilignes (coordonnées) parallèles à deux droites données et convergentes. 
Mais on conçoit qull existe une infinité de modes pour caractériser un point 
sur un plan : c*est ainsi que 

p -|- p' = constante et p — ^ p' = constante 

sont les représentations analytiques de Tellipse et de Thyperbole , en déterminant 
chaque point par ses distances à deux points fixes. 



j 
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De même 

(ù^fa '^ constante 

est réquation de toute circonférence passant par deux points donnés ; gi> et co' dési- 
gnant les angles formés par les droites menées des deux points à une même sta- 
tion de la circonférence. 

Enfin 

pasmx 

spécifie rEUipse, la Parabole ou F Hyperbole suivant que Ton a 

m= 1 ; 
> 

p et X désignant les distances d un point de la courbe au foyer et à la directrice , 
prise comme axe fixe. 
Ainsi nous venons d'avoir tour à tour deux circonférences a centre constant; 

DEUX DROITES PASSANT PAR DEUX POINTS FIXES ; ET UNE CIRCONFÉRENCE A CENTRE CONS- 
TANT AVEC UNE DROITE PARALLÈLE A UNE DROITE DONNÉE; c'est-à-dire quo les variables 
ont été successivement : les distances du point du lieu à deux points fixes; les angles 
ci> et (ù formés par les distances précédentes avec la droite des deux points; enfin , 
les distances à un point et à une droite donnés. 

Donc, UN SYSTÈME DE COORDONNÉES CONSISTE, EN GÉNÉRAL, DANS 
LA CONSIDÉRATION SIMULTANÉE DE LIEUX GÉOMÉTRIQUES DONT 
LES INTERSECTIONS DÉTERMINENT LA POSITION D'UN POINT ; nous 
disons en général^ parce que dans Tétude des courbes on a employé avec succès 
comme variables Tare de la courbe même , compté à partir d'un point fixe pris 
sur cette courbe, et Tinclinaison de la normale à l'autre extrémité de cet arc f). 
Il serait donc plus complet de dire : un système de cooi*données se forme (Tun 
ensemble de variables susceptibles de déterminer la position d'un point, 

C^oordoimées polalres- 

!M>0« Soit (fig. 163) une ligne plane MR , et concevons que chacun de ses 
points M, M', M", soit joint par une droite à un point fixe (pôle) de 



(*) Mémoire sur les développées des courbes planes par MM. Dubois- A3riiié et BigMH. 

Le problème des coordonnées curvilignes n'avait été résolu que dans deux cas particu- 
liers: dans le cas où elles étaient orthogonales par M, Lamé; et dans celui oti les courbes 
coordonnées étaient au nombre de deux, tracées d'ailleurs sur une surface quelconque, par 
ruiustre Crauss; mais Tannée dernière M, Vabbé Aoust, professeur de mathénatiquèB à 
la faculté des sciences de Marseille, a publié une première partie d*uiie Théorie dis Coor- 
données curvilignes quelconques qui, au moyen d'un élément géométrique nouveau (désigné 
heureusement sous le nom de Courbure inclinée des lignes coordonnées), parait devoir 
devenir un instrument précieux de transformation et de démonstration. 
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son plan ; il est évident que ces points seront 
déterminés par la connaissance des distances 
(p) OM, OM'. OM",... et des angles (w) MOX, 
M'OX, N"OX,.... que ferait chacune d'elles 
avec une droite fise (axe polaire) OX tracée par 
le pAIe 0;.car, si 

r(p.^-o if) 

éuit une relation existant entre p et u pour tons les points de la ligne MR . on 
pourrait, en faisant varier aiouf), déduire les valeurs correspondantes de p tw de 
u et construire tous les points de cette courbe et par suite ce lieu lui-même. 

Cette équation (/) est dite celle de MR en coordonnées polaires; f, et a se nomment 
le rayon vecteur et [angle polaire. 

Reharques I. Lorsque (f) ne contient que des lignes trigonométriques de u, il 
est évident qu'il suffira de faire passer u de 0* à 360° pour obtenir tous les points 
de MR et que l'unité de u peut être quelconque. 

II. Enfin, si [f) contient « comme arc, on prend pour unité d'arc celai 
(B7* 17' 44", 18i) dont la longueur est égale au rayon, c'est-à-dire pour unité 
d'angle celui qui, étant au centre, intercepte un arc égal au rayon. Alors, la 
variable u n'est qu'un rapport et ne figure que comme nombre abstrait : ainsi 



9IO. D'après la conception des coordonnées polaires 

serait une droite passant par le pôU et formant Sangle a avec taxe polaire: et 

p = r 
une drconféren^ ayant le pèle pour centre et r comme rayon. 
Ch««l«^eM» d'Mx« p«l*lr« A Je pMe. 

%11. Soit (fig. 164t OX l'ancien axe polaire, OX, le nouveau formant avec le 
précédent l'angle 

X.OX - « ; 
6> et u les angles polaires ancien et nouveau; 
nous avons évidemment 



/■(p.«'-i-«)-0 
pour la nouvelle équation polaire. 



PaSSKE DXS COOBBONNÉES RECmiGNBS A CELLES POLAIRES. 
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Maintenant pour passer (fig. 163) du pôle 
à celui 0'; Taxe polaire nouveau O'X, étant 
parallèle à l'ancien ; nous aurons, (p, , «') étant 
les coordonnées polaires de , 

p«= p'i 4- pt 4-2p. p'cos. (»'—«'), 
p' : p :: sin. (&>—«') : sin. MO'O 



ou 



p' : p :: sin. («—«') : sin. (»—«'). 
Ces relations donneraient p et a> en fonction de p' et de <ù ; d*où , on déduirait 

np',a>')«0. 




Soient (fig. 166) OX et OY les 
axes coordonnés, (a, b) les coordonnées 
rectillgnes du pôle 0' et 



Cd ss a 



sin. Q : sin. M :: p : O'Q, 
sin, Q : sin. MO'Q :: p : MQ, 

et par suite 



Vaxe polaire OX ; nous avons 

x^a + OQ et y = fc + MQ. 
Or, le triangle MOQ donne 



^^ sin. e : sin. [9 — (« + «)] :: p : O'Q, 
sin. e : sin. (« + «):: p : MQ; 



4\ ^ /, I ps^n. [9 — (&> + «)] p sm. © + a) 

sm. sin. 9. 



(2. 



Cas particuliers. I. Les axes rectilignes étant rectangulaires 

i) a; «= i + p COS. (w + «), » = ft + p sin. (w + a) (2'. 

IL 9 = 90** avec a » ou Yaxe polaire coïncidant avec Vaxe des X positifs, 
donnent 

1") x = a + pcos. w, y — é + psin. û) (2". 

III. Enfin , les hypothèses précédentes continuant de subsister, si le pôle est 
Torigine des axes rectilignes , on a 



l"') rr n p cos. «, 



y « p sin. w (2'". 
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Supposons que le p6U soit l'origine des coordoDoées (il peut toujoun eo Un 
ainsi d'après le S SU) . que les axes soient recungulajres et que Taxe de* X tok 
parallèle à l'axe polaire ,- les formules (1"'} et (2") dounent 

«' + y' = p* d'ot p = 1/ «• + jf* ; 
puis 

^ X X . y y f 

COS. M = ■- — = — ■ , sin, M — ~ = — — — et ta.a^*-. 

P l/j« + y« P t/a:» + y' * 

N. B. En changeant u en u + a, on aurait les formules pour le cas oà Vaxe 
polaire ferait un angle a, (ii;«c l'axe des X. 

•ei4. Voici quelques qtplicatioiu siir lei th^rïes précédente*. 
AppUeaUoaa. 

PhobUhe I. 

BM«ni»r rifuUn ptUn b It initt n liicUoi JgudiitUMll'ni|lM, iiuHv Hk, (t 11 l'uib |v 
Mttt UMm lût HN l'iu 1« 1 foiititi (La uh «Nrlaiiéi éUit EBilii|iliini). 

Ûr, DOUB ayouB trouvé § 14 (Prob. III) 

X COS. a -H if S'"- a •°' d ; 

d'où , en prenant l'origine et l'axe des X pour pOle et axe polaire , 

p (cos. iù COS. a + sin. u sio. a) «■ ^, 
et par suite 



■^ COS. (te - «) 
n prenant / pour axe polaire , on aurait , en changeant « eu «' 4 
PnOBLËME II. 



TmrH l'ifutin paliin it la drtiu h hutln 1* l'uile m. 
41'iUg lotwHN l'ui poUirt it 4t udliUKt/uyUt(fi|. 

111). 

Nous avons spontanément 

p Sin. IMO = 3 ; 
d'où , en manant OK paraUèle a IM , 
p sin, (w — st) —» S. 
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pROBLfiNB m. 

HiDi Ni THiAh |«taM J> nnnriib MiOiUn , rtnHUi n MK it t l'ui tnawH 
Itlitotî 

Nous avons 

a? y «ir o* 

pour l'éqnation primitiTs ; d'où , à cum des (bnuoles (l*") et (?") du g 212 , 

p'cOfl.*» — p*8in.*« = 0*; 
•tparsnHo 

a 



N. B. En rempUçant l'axepolaire précédent par une aiymptote, on obtient, en partant 
de l'équation aox u;tnptotes et m' étant la pnisuuica de l'hyperbole , 



nVt 



V sin. 2 



Problëhe tV. 
IhDi Ht rintti«Hl*ln <• ft ifutUt? 
Nom avons troDvé qne utto conrb6 était représentée par 

d'où , en prenant l'origine et l'axe des X ponr pAle et axe polaire, 

g sin.* ce 
" COS. u * 

Problëhb V. 

MmdMT U ^ Il Hit tot II inUt |IH OdiiHi i lin iiiib Bm ntt k «Ri ii k Hlttt 1( b «I- 
Uw« te m éMiFiiiu (tig, 16R). 

Le lecteur aperçoit immédiatement que la droite 
PP* est ait laa de symétile et qu'il en est de même 
pour la perpendicnlaire OY élevée par la milieu 
de FP'. 

Ceci posé, prenons le milieu de FP* et cette 
droite (PF' = 2a) ponr p61e et axe polaire; il vient 



P'M'=p'+a»— aufcoiit, PHi^^+aM-Supcoii., 
44 
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d'où 



l/p* 4- a' — 2ap ces. «, l/p* + «* + 2ap cos. u == a*; 

et par suite , en faisant disparaître les radicaux et réduisant , 

p« [p« — 2a* (2 cos.« « — 1)] = 0; 



c'est-à-dire 



p«=:0 *t p = a\/i. 1/ COS. 2a). 



Ainsi la courbe passe par l'origine qui est un point multiple; car on l'obtient soit en 
posant « = 45 et « = 135». 

N. B. En coordonnées rectangulaires OX et OY, le lecteur trouverait pour lALem- 
niscate ^ 

(î^ + «• + a*)* — 4«*«* == û*. 

Problème VI. 

c 
a COS. « + ^ sm. • 

Prenons le pôle pour origine d'un système d'axes rectangulaires dont l'axe polaire serait 
celui des abscisses positives ; il vient 



Vsfi + y^ 



ax by 



Vx* + y* l/x« + y* 



ou 



,/ , . , cl/x« + »* 

ax + by 



et par suite, en omettant le point coi^jugué donné par \^ x* + y*^=^0, 

ax -^ by ^= c. 

Donc le lieu est une droite, car p ne peut être nul tant que c ne l'est point. 

Problème VII. 

QmI «it lo liM de l'éfutiin pelaiio p >= a cos. « 4- /? sin. fi^f 
Il vient, pour un système rectiligne rectangulaire facile à concevoiis 



[/x^ + ï» = ^ + ^ 



ou 

a:* — or + y* — *y «= 0; 



j 
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et par suite 

c*e8t-4-dire une circonférence ayant ||-, -^j pour centre, J J/a«4-^» pour rayon et pas- 
sant par le pâle. 

Problème VIII. 



CamUriMi II wirla p « acos.» 



1 — Bin. 2 » 

On obtient, en passant A on système rectiligne convenable , 

ax 



1_ *^ 



«• + »* 
on 






pois , omettant le point k^ o^ -f- 9' ~ ^ > 

^x — y)i^ax; 
c'est-à-dire une parabole passant par Vorigine. 

Problême IX. 

ttlMir réfutiM folain 4ê U dnoifériMe. 
Considérons le cercle rapporté à deux diamètres rectangulaires 

nous anrons, {a, b) étant le pôle et a' l'inclination de Taxe polaire sor l'axe des X, 

p« + 2[acos.(« + a') + *sm.(» + a')]p + (a' + ft"— R')==0 (/). 

Cette relation démontre que, quel que soit « , 

p'fT «a constante; 

c'est-à-dire les théorèmes relatifs an mode d'intersection dans deux cercles, de deux sé- 
cantes on d'une tangente et d'une sécante passant par on môme point. 

L'éqnation (f) admet nne forme plus élégante en y introduisant la distance d du p61e 
an centre et l'inclinaison a de cette distance sur l'axe des X : en effet, on a 

a s» d COS. a, é = dsin. a «* a« -}- fc« «= rf«, 
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d'où 

p* + 2rf [COS. a COS. (a> + a) + sin. a sin. (« -|- a'] p -f * — R* *= 0, 

et par suite 

p« -f a* COS. (« + a — a) p + d* — R« = (f) ; 

et, en désignant par Tangle formé par d et l'axe polaire , 

p« + 2d COS. (© + |3). p + d* — R« = (D- 

Bnfin , si éf est Taxe polaire, 

p« + 2(iCQS. «. p-j-(P — R««0 (D- 



p f 
l® Que représente p == ?-* 

^ 1 — « COS. tt 

2® Caractérisez p sin. (« — • «^ «= (i. 

c ain. 2» 



do Déterminez F 



a COS. tt 4- (* sin. ^ 



s XII. 



T^r 
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AsMS polalrai de sjBiétrle. 

mt^. Lorsqu'un axe polaire est un axe d0 f/^métrU^ les rayons vecteurs p 
et f des points symétriques M' et W^ par rapport à cet axe« feroiit avec cette 
droite fixe des anj^es égaux mais de signes coQtwres ^ donneront 



p=p 



* 



Donc^ si l'équation polaire ^dpiet la solution p >» p' et oi » »(«)', elle sera satis- 
Cadtepar 

p «a p' et ©«es*— û)'; 

ff>st-^T(iîfp quelle devra rester identique en y ehtageaat 

4> Çn Trr 0). 
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Leçon LI. — Asymptote eh cooudokhébs polaikbs. 



Si l'aie de symétrie formait un angle « avec l'axe polaire, en changeant a en 
<ù' -\- a dans la fonction 

il viendrait 

np,w+«) = et np.-<^ + ») = o. 

puisque l'axe polaire serait alors celui de symétrie; c'est-ï-dire que l'équation 
primitive devrait donner les mêmes valeurs pour p , en la mettant sous la forme 



fie- 



1-0. 



Reiabqiibs I. Le lecteur s'assurera fecilement que si l'axe de symétrie passait 
par le pAle et était perpendiculaire k l'axe polaire, ou obtiendrait la même valeur 
pour p , en posant 

u = û>' et M = 180' — w; 
c'esl-i-dire que 

/(p,«) = et Hp-^SO" — u) = 

seraient deux fonctions identiques. 
II. Enfin , en admettant des rayons vecteurs négatifs , 

« = w' et « = 180 + m' 

donneraient pour p deux valeurs égales, mais de signes contraires, si le p61e 
était un centre de symétrie; c'est^-dire que 

np,«)-0 el /-(-p.lSO + w'j-O 

seraient dans ce cas deux fonctions identiques. 



919. Lorsqu'une valeur spéciale de 
tù donne une solution infinie pour p , U ; 
a probabilité de croire que la droite dé- 
terminée par cette valeur particuliëie de 
a est une asymptote rectiligne m du 
moins est parallèle à cette asymptote. 

Soit OA une droite formant l'angle « 
avec l'axe polaire, et soit H un point 
quelconque de la courbe ; nous aurons , 
pour la distance d de ce point k U 



il=p sin. (a — u), 
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ou, pour obtenir la limite du S^ 

^ sin. (a — (ù) 

Or, en remplaçant p par sa valeur en &>, on obtient pour d une fonction de u 
dont on cherche la limite, pour c» >» <x, en posant 

(ùsss a -^ h 
d*où 

sin. h 
— sin. h 



S 



n« + A) (/(« + A)-n«) 



car on a f{ct) « 0; et par suite 

(sin. h \ 



limite d *= limite 



Remarques I. 9 indépendant de (ù: le lieu ayant tous ses points à égale dis- 
tance de OA , sera une parallèle à OA. 

n. i admet une limite d , positive ou négative^ mais différente de zéro : alors 
réquation de Fasymptote sera 

p sin. (a — ») = rf; 

et en y posant ca «» 0, on aura son intersection avec Taxe polaire. Il faudrait 
poser fù »- 90^, si on avait a «» , pour obtenir le point où Tasymptote rencon- 
trerait la perpendiculaire menée par le pôle à Taxe polaire. 

5^1T« La circonférence asymptotique résulterait évidemment lorsque faisant 
croître (ù jusqu'à une certaine limite , la valeur de p approcherait de plus en plus 
d*une limite a; et si cette constante a était nulle , la circonférence en se réduisant 
aa pôU donnerait un point asymptotique. 



Tangentes en eeciHUMUiées |^elalre«* 

La tangente à une courbe en coordonnées polaires est déterminée par 
rangle AMT qu'elle forme avec le rayon vecteur mené du pôle au point de con- 
tact (fig. 170). 

Afiu de déterminer cet angle AMT , considérons une sécante M'MS et Tare de 
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cercle Mi» donl A et AM sont le centre et le rayon ; puis traçons, par fe pôle, AS 
parallèle à la corde Mm de l'arc- ctrealaire Mmité au second rayon vecteur AM'; 
nous obtenons deux triangles semblables ASH' et fnMH' donnant 

AS : Hm :: AH' : mW ou AS : AH' :: Mm : mM'. 

Or, si nous foison» ^otef la> sénate H'HS 
autour du point H en rapprochant H' de H, 
avant qu'elle ne coupe la ligne en un p»im 
situé au-delà de M par rapport à M', elle sera 
devenue tatigeMê en H à la courbe et la coide 
Ml» de l'axe' circalaire mM devenant la tan- 
gente à cet arc au point M , sa parallèle AS se 
transforme en une ^ite JUT perpesdSiîUluR 
à AM ; donc , le rapport AS : AH' devient celui 
AT : AH -= tg. AMT = tg. V. 

Ainsi, d'après la proposition précédente, 

tg. AMT (m tg. V = limite \~\ (1>. 

Ceci posé, soient (w,p) les coordontiées 
polaires de M, (w + Bi^y p-f p,) o^m ia 
point M'; nous aurons, k cause du triangle isocèle MAm, 

Mm gpan. |m , sin. j». m, 
Wm p, j a, p, ' * 

Mais, à la limite u, *» 0, 



et en posant 

Sthttë ^^9, 
P. 
Il vient 

tg.v = e.p. 

Donc, la grandeur angulaire clierchée dépend de la Imite du rapport de Toe- 
eroissement de Hangle polaire à celui du ra^on vecteur p ; et cette limite se dédait 
de l'équation polaire de la courbe. 

SmiB-tBB«tnl« en c*ar4*»aéeB pri«lr«s. 

SIH». En coordortnées polaires, on appelle sous-tàngenu là partie Xt' de li 
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perpendiculaire , élevée par le pôle au rayon vecteur ÂH , comprise entre le pôle 
et la tangente en M , donc 

sau8-4angente « AT = p tg. V ■■ p*. 9. 

5^5M^* Voici quelques applications sur les théories précédentes. 

AmpttMtiOM. 

Problème I. 

UliM^er ? aiait-il n au di syattrle ? 

1 — e cos w 

Changeons dans cette fonction «en — u, elle devient 

P ^ P 

p a=s ; OU p «= ;; ; 

^ 1 — ecos. ( — w) ' 1 — ecos. («> 

donc l'axe polaire est un axe de symétrie. 

Problème II. 

a 
Quels Mit iM uet de synttrie de la cooibe P = — == ^ 

\/ sin. w 

D'abord on ne peut changer 6» en — m , car p serait imaginaire ; mais en changeant 
« en 180O — », on obtient 

a a 

ou p 



l/sin. (180«— w) 1/ sin. &) 

donc , la perpendiculaire menée du pôle à Taxe polaire est un axe de symétrie. 

Problème III. 
U LeaniiMte a-t-elle des aiei de tyMètrie? 
L'équation de cette courbe étant 

sin.^ a> 
' COS. u 

ou reconnaît que le changement de <» en — u et de p en — f avec â) en 180o -f- ^ n'altèrent 
en rien l'équation précédente; donc, l'axe polaire et sa perpendiculaire passant parle 
pôle sont deux axes de symétrie. 

Problème IY. 
Béteniier les axes de p = ^ sin. 2»-\-a, 
A cet effet , changeons oi en « ± e» , il vient 

p s a 4- ^.sîn. 3a cos. Z(ù ±b cos. 3a sin. 3c«) ; 

45 
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donc, pour que le terme en sin. 3» disparaisBe, il faut poaer 

COS. 3as=0; 
d'où , en observant que a doit être compris entre O» et 360o ou 3« entre 0^ et I2.90o, 

3x=s90o, « 90O + 2.90O, == 90» + 4.90o, « QO» + 6.90o, « fiO» + 8.90«,«90<»+10.90<»; 

et par suite 

a = 30s = 90«, = 150*, « 210% = 270% = 330*. 

Ainsi la courbe admet six axes de symétrie passant par le pôle, dont trois sont le pro- 
longement des trois autres et deux rectangulaires entre eux. 

Problème V. 

Détemiser les Mumptotei ds p = 



1 — € C08. w 

D'abord nous ferons remarquer que p =* oo exigeant 

1 — e COS. w = (1), 

cela ne peut avoir lieu que pour 

e > 1. 
Ceci posé , nous avons 

^ ca p sin. (9 — w), 
h étant la valeur de o donnée par (1); d'où 

p sin. (6 — o) 

o = -j » 

1 — e cos. Gi> 

et, en posant « «s 6 -{- Z^» il vient 

— psin. h — psin. A 

"^ 1 — cos. (9 + A) ^ [1— 6C0S. (9 4-A)] — (1— ecos.9) ' 

car 1 — e cos. 6 = 0. 
Or, cette valeur de ^ peut s'écrire 



sin. h sin. h 

— F 





p-r -p 



^ n n 

"^ [1 — g cos. (6 + fe)] — (1— gcos. 9) ~ e [cos. 9 — cos. (9 + h)} 

on 

sin. h sin. h 



^ 




p h £ h 

c' 2sin.l(29 + ft)sin.iA"' ~ e' . ,, , , ^, sin.i*" 
J '— sin. (9 + \ h). -Tjjî- 



Or, en posant /i = o, et observant que 

,. . sin. h . . I -a sin. \h . 

hmtte — - — =*= 1 Pt Itmtte — --— s= i , 
h \ a 



Applications kn coordonnées poi^aires, sur là tangente. 3S5 

on obtient 

e sm. e ^ / 1 l/e* — 1 

et par suite 

— P 



osin. (6 — a))5=ï 



V/c« — î 



sera l'équation d*ane asymptote du lieu ; de plue , la courbe étant symétrique par rapport 
à Taxe polaire , 

—P 



psin. (6 + «) = 



l/c« — 1 
sera celle d une seconde asymptote. 

N. B. Le lecteur Terra plus loin que le lieu proposé n'est autre qu'une hyperbole en 
coordonnées polaires , ayant ponrpôle le foyer de droite et pour axe polaire l'axe transverse. 

Problême VI. 

U Mirk j9 = a t|. (t> i-l-«tte det asyaptotet? 

Or, « = 9(>> donne 

p = oo; 
posons donc 

d BB p sin. (90® — &>) «» a tg. &> ces. od =» a sin. gj , 

et par suite de « =s 90<» 

limite $ mm d^^a. 

Ainsi la droite menée par le pôle et perpendiculaire à Taxe polaire n'est point une 
asymptote; mais la courbe admet deux asymptotes parallèles à la droite précédente et dis- 
tante de ± a du pôle, car le pôle est un centre de symétrie. 

De même m » 270<> donnerait une seconde asymptote perpendiculaire A l'axe polaire et 
à la distance a de l'autre côté du pôle. 

Problème VII. 



BèKmtiir la taifiite k (a MU-tiifnte de p 



1 — e COS. o 
Nous avons 

p p _ pe [cOS. (a + ft)J — COS. (ù \ 

P*""*! — eco8.(a>+c>>t) ^ — é^cos.M (1 — e cos. <ù)\\ — e cos.(w + «,)]* 

don<* 

w, w, (1 — e cos. «) [1 — e cos. (o) + w,)] 
p, pe [cos. (« + «i) — COS. fo] 



i_ 
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et en transformant le dénominateur, par une formule trigonométrique, 



», 1 — e COS. û> 1 — g COS. (a) + o),) |fl»)| . 

— «a» —————— X • # I 1 V ^ • 1 ^ """ 1. 

Pj pe sm. (« + 1 «i) sm. | «, 



Or, la limite « = donne 

1 — «! COS. (û> 4- Wi) 1 — «cos.w , ,. ., ï co, 

/imife : — ; — —; r^ = : et UmtU -, — = 1 , 

sm. (û<> + ^ «,) sm. « sin. ^ w, 



donc 



( (ù. ) (1 — ecos.w)» 

( p, ) pe sm. u 



d'où , pour la tangente A la courbe , 

^r ^ 1 ^ COS. &> 

tg.v«e.p= : 

•^ e sin. « 

et pour la sous-tangente 



e sm. &> 



Remarque. Le lecteur 8*aperçoit immédiatement qu'aux infersections seules de l'axe 
polaire et de la courbe, la tangente est perpendiculaire au rayon vecteur du point de con- 
tact; et cela soit qu'il considère tg. V ou la sous-tangente. 

N. B. L'équation précédente représente les trois courbes du second ordre, rapportées 
à l'axe transverse pour axe polaire et au foyer de droite pour pôle; et c'est une elUpse^ 
une parabole ou une hyperbole suivant que l'on a 

> 

Problème VIII. 

(ullAt irat l« firtieBliritét d'iidiulMi de la t«B|eit« tu 1« rajoi ? Mteir di piiit da cntMt Ai U 
Mvbe p «s a H — ? 



Ici nous avons 



p'-^r+^T^j-i 



m ] l , ^ ) — ^^\ 



— a+~ = 



d'où 

fo, — « («4- W|) 

pi m ' 

et par suite 



limite 



— i)a«G = et tg.V=: (aw-fm). 

\ 0, / M m 
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m 

Ainsi p et l'angle V sont nuls pour m » — -^ ; c'est-A-dire qae le rayon vecteur est tan- 
gent à la courbe au pôle. Enfin , V approche d'autant plos d'être droit que «» est plus 
grand. 

Rkmarqub. Cet exemple nous a donné p ss et V » pour une certaine valeur de », et 
de plus nous a indiqué que le rayon vecteur du point de contact est tangent à la courbe. 
Ceci est toi^ours vrai : en effet, supposons que 

«i> sa a donne p ■« , 
alors la droite 

sera une tangente; car elle est la limite vers laquelle tend une sécante passant par le 
pôle, quand on la fait tourner autour de ce point Jusqu'à ce qu'un second point d'intersec- 
tion vienne se confondre avec le premier. 

Problème IX. 

Mlmiiir U toiMU ds U ifinls I'AnUbMi p = ». 

On obtient 

tg. V. -« «. 

Ainsi, à mesure que « croit, la tangente forme, avec le rayon vecteur du point de contact, 
nn angle s'approchant de plus en plus de 90o, et comme 

« = 
donne 

p«0 et tg. V=sO; 

t'axe polaire et une tangente au pôle, 

^^1* Remarque. Dans ce qui précède, nous n'avons pu considérer que des exem- 
ples simples , car Tapplication générale de cette théorie exige la haut« analyse ; c'est-à- 
dire qu'il nous aurait fallu sortir du cadre des leçons imposées par le programme des 
athénées. 
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SOMMAIRE. 

De réfostion polaire des courbes du second ordre : Ellipse, Parabole & Hyper- 
bole; CSorollaire. — Applications. ^ Exercices. 



Considérons Tellipse rapportée à ses axes, cest-k-dire 

et prenons le foyer de droite pour pôle et Taxe des foyers pour axe polaire; iiou&> 
aurons évidemment 

.V a= ^ sin. » , X s= c + p cos, w ; 
et par suite, pour (E), 

{a* — c* COS.* «) p* + i (a* — c*) ccos. «. p — (a* — c*)* «= 0; 

d'où, en résolvant, remplaçant a* — c* par b* et séparant les valeurs, 

b* —b* 



a +c cos. w ' tf. — r cos. ^) 



Construction, bn cooHDOHNiits polairu, dk l'ellipse. :^ 

Discussion, e étant moindre que a, p' sera toujours potUifet p" constamment 
négatif; mais u ~ <■>' donne 



H de M — iS(y -f »' on déduit 



a+ccos.o 



Donc, comme ces rayons vecteurs sont dans le prolongement l'un de l'autre 
tît quR 

?", p', et p", — ~p'. 

on peut conclure que les valeurs de p' pourront suffire en faisant passer u de 0° 
ù 360°, ce qui revient à dire qu'on peut et qu'on doit négliger les valeurs néga- 
tives de p pour la série considérée des valeurs de w. 
Ceci posé, soit A'— ap et c -=■ w, on obtient 



" 1+«cos.m' 
m comme le changement de u en — u n'apporte aucune altération à la fonction 
précédente, cette dernière représente un lieu symétrique par rapport à l'axe po- 
laire. Il suffit donc de construire la portion du lieu situé au dessus de cet axe, 
ou dé fiiire passer u depuis 0° jusqu'à 180*. 
CoNSTauaioif de l'elupse : I. Deu — 0°àu— '90':<!>is=0' donne (Gg. ITlt 

i -f- e a + c 

c'esl-îi-di re le sommet B. 
Si maintenant u croît 
depuis 0° jusqu'à 90*, 
COS. tù diminue de 1 à 
et p augmente en même 
temps depuis a — c jus- 
qu'à p; d'ob le point N. 
U. De u - 90* à u 
- dSO* : u — 90* a 
donné le point N; si 
maintenant <a varie de cette dernière valeur jusqu'à 180*, cos. u devient négatif 
et p augmente jusqu'à 

,^ P ^ a' — c* ^ 
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d'où on déduit le point B',- et par suite on possède la première moitié BNN''B' du 
lieu. 

L'axe polaire étant une ligne de symétrie ; de m -^ 180' à u = 270», on 
déterminerait la portion B7n4' symétrique de B'ITN, tandis (fue l'arc elliptique 
N'B sérail donné par les valeurs de ta depuis 270'' jusqu'à « » 360°. 



En rapportant cette courbe à son axe et à sa tan- 
gente au sommet , nous avons trouvé pour la dis- 
tance du foyer à un de ses points 

P 

P-a^ + f; 

d'où, en prenant l'axe de la courbe pour celui 
polaire et le point F pour p6Ie (ûg. 173), 

p= p + ù COS. «; 



p = 



1 — COS. ( 



Discussion. Cette valeur <le p accuse que l'axe polaire est un axe dt symétrie 
et qu'il suffira de faire varier w de 0" k 180". 
CoKSTRUcnoN na la pahabqlk : I. De w -= 0» à u = 90» : m = 0° donnant 



on en déduit que l'axe FX ne rencontre la coutlie qu'il l'infini et dans le sens 
de F vers X, puisqu'une valeur de u précédant 0* donoerait pour p une va1«ir 
positive. 
Maintenant u croissant de 0* i 90", p reste positif et décroît jusqu'à 
p-=.p = FN 

obtenu pour u >=- 90° ; d'où la portion SMN qui venant de l'inJini s'arrête en N. 
II. De w— =90" à w=180' : de ûi=90», déterminant le point N, jusqu'à m = 
180>, COS. w étant négatif, p reste encore positif et lUcrott jusqu'à 



p = |=FO 



donné par u B 180* ; et par suite la partie NO. 

Enfin, le lecteur concluera l'existence de ON' en faisant croître u depuis 180* 
jusqu'à 270° et celle de la partie infinie W&' pour u variant de 270" à 360°. 



ComTHJCTKHi, nt coMMHnaisB roLuus, m l'rtpbrbole. 



Afin de varier les mé- 
thodes d'investigation, 
nous emploierons di- 
rectement les distances 
du foyer F à chacun des 
points de la courbe , sa- 
voir; 



— a et û'= 1-« 

a a 

suivant que le point M est situé sur la branche du foyer considéré ou sur l'autre 
branche (fig. 172). 
Or, quelle qne soit la position du point H, 

j- = f -l-oros. w, 
A'oix 



€C0S.M 1 — ecos.(. 

-*• -p 



-=» el — =»r>1, 
> .1 a 

^ B-l-ccos.u a-t-ccos.o) 1+ecos.w' / 

Discussion. D'abord ces valeurs de p ne dépendant que de cos. u, il s'ensuit 
que l'axe polaire est uh axe de symétrie, f\ il suffira de faire varier (o de 0°!i 180°; 
mais dans le cas actuel , il serait assez avantageux de montrer qu'une des valeurs 
de p Suffit pour construire la courbe : à cet eSet, remarquons que l'on aura 

p < pour 1 — e cos. w < 0, 

ou . en appelant u, relie valeur de l'angle polaire , 

1 
cos. '.», > —, 

Ceci posé, considérons 

r,i = M, pour & el '.I =■ 180 -(- w, pour o, , 
il vient 

zl ^. 



■ ' 1 — e 
c*est-4-i)ire que raimériqiumxnt 
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et ces deux rayons vecteurs sont opposés et en ligne droite. Donc, il saflSra de 
considérer les valeurs de p, mais d'avoir soin d*en porter les valeurs négatives en 
sens opposé à celui fixé par Thypothëse correspondant à <ù. 

Construction de i/hyperbole. I. De u » 0^" à u donné par 1 — e cos. 6i =» : 

w = 0*» donne 



p c' — a* 



1 — e a — c 



— (fl+c)«FO + OB'«FB'; 



c est-à-dire le sommet B', puisque p doit être dirigé en sens contraire de FX. 
L'angle u croissant, p reste constamment n^^att/ jusqu'à 

1 — e COS. w « ; 
c'est-à-dire, u, étant cette valeur spéciale, 

1 a 
COS. «, s= — 3=s — s=s COS. HOB. 
e e 

Ainsi depuis 

« = 0<» jusqu'à w « IFX « HOB , 

p toujours négatif crott numériquement depuis 

FB' jusqu'à rtn/îm, 

ce qui donne la branche B'S'. 

Lorsque <u , ayant dépassé (o^ «=» IFX , augmente jusqu'à 90®, p deviendra positif 
et diminuera depuis 

Yinfini jusqu'à FN =« p ; 

d'où la portion SMN. 

IL De (id » 90'' à u » 180® : cj » 90^" a donné le point N, au-delà de cette 
valeur de <ù jusqu'à (ù =» lgO<», cos. u étant négatif, la valeur de p reste toujours 
positive et on obtient, par une série de valeurs décroissantes, les points de la partie 
NB ; car ta « 180» donne 

p = T-f- = —r^ = c - a = FO - OB « FB. 

^ i + e c+ a 

Maintenant la symétrie de la courbe par rapport à l'axe polaire , indique spon- 
tanément que de u B3 180® à ci>= 270® : on détermine la portion BN'; et que de 
(d » 270® à GO » 360® — 0), : on a la partie infinie NT ; tandis que la suite 
di) =s 360® — 6),, »= ... «== 360®, fixe la branche également infinie W. 

N. B. Le lecteur aura judicieusement observé que les directions de FI et de FI' 
ou fi> = 6>| et o)as 360® — Ci), ne sont autres que celles des asymptotes OH et OB' 
de la courbe. 



ÉQUATION raLAlRK DES TBOIS COUHBBG DU SBCONO OKDRE. 'X& 

^^■■H»M p<l>lre ûtm trais «•■>>«• 4m see — J «rdrr. 
99a. L'équation 

p = E 

■^ 1 — e COS. CD 

caractérise donc les trois courbes du second ordre, en tant qu'on les considère 
rapportées i l'axe des foyers pour axe polaire et au foyer de droite poar pôle; 
seulement on a 



suivant que la courbe est une Ellipse, une Parabole ou une HjjperboU. 
994* Voici uns Donvellfl série d'applications. 



[ I. 

|Hl «I b Un il 1) ptiMtia h «otn kt l'tUiri* tv u iO|Mt« (Ii|. \U) ! 

D'abord il résnlt« de la gâoération indi- 
quée, que les sommets de l'ellipse appsr- 
tienoeiit au lieu demandé; de plua, la suite 
indéfinie des parallélogrammes circonscrite 
à l'ellipse, indique que ce lieu a pour centre 
celui de l'ellipse, et que les points B, B, 
d'une part «t D, D' d'autre part sont les 
pointe les plus éloignas et les plus rappro- 
chés du centre. 

Ceci posé , procédons analytiquement en 
coordonnées rectilignes , nous avons 

E) oV 4- *•»* = a'*', tt'yy' +**-«''= o*** (G). a*x^'—b*yx' = (i (G. 
pour les éqo&tions de l'ellipse , de la tangente en un point (x*, y') de cette dernière et de la 
projettnte du centre sur la tangente ; puis 

aV* + *'a" - «*** (1) 
Mt l'éqnatioD de condiUon du mouvement du point (x*, ^). 
Il BOUS Atnt donc élinùner x' et y* entre (O), (Qf) et (1) : or, les deux premières donnent 

*' * 3?->r^ l' + y 

et par suite, en substituant dans (1). 

aéra l'équation du lieu. 
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Cette fonction (f) a mSme c«iitre qne (E), raSmes axes de Bymétrie et donne l'origine 
pour point conjagué, maie étranger bu prolilèma proposé; et comme en dâfeloppant (f) 
et résolvant par rapport i y qui serait de la forme V/ A+(/B, cela n'aurait d'«utre 
avantage que de reconnaître que l'on doit avoir X > a, ce qn'on sait fort bien ; il est donc 
préférable dépasser direclemeat aux coordonnées polaires, en prenant pour pMe l'origine 
actuelle et la droite des foyers pour axe polaire. 

Nous avons donc ' 

X »= p COS. û) , J ( 

" . 1 d'où , pour (ç), J p'— = a^COS.'w +ftsiD*w; 

y = psïa. <ù, ) ( "^ 

et, en remplaçant COS. *« par 1 — sin,' » eta» — i* parc', 

p' = 0* — C* sin.' M ^û). 

Discussion. Cette valeur de p toujours ré^e , poisque l'on a c < a et sin. ■ < 1 , donne 
l'axe polaire et sa perpendiculaire par le pAle pour axes de symétrie. Donc, il s'agira de 
faire croitre u de 0° a 90* pour obtenir la partie BMD, celle DB' donnée par les varia- 
tions de 90° à 180> devant être symétrique par rapport & DD' ; et ainsi de snite. 

N. B. Les valeurs (jf) et (y') ont indiqué au lecteur que chaque point da lien est dans le 
même angle des axes coordonnés que le point de contact de la tangente corretpoii- 

Prohlëme 11. 
Bétemiitr la Hti U II proiftUn it cnlrg 4a l'stUpH tir Ht MraïUi ^. ITt). 

D'abord lei sommets de 
l'ellipse donnent le mllwia 
point, c'est-à-dire le/rmire 
de cette courba, dtwc ^u- 
sieurs branches du lieu 
cherché convei^gent en 0. 

Ceci posé, 

aY + l^x* = a*b* XE) 
étant l'ellipse directrice. 



' ' b*x a*y 

aeront les équations de la normale au point (;£', ^) de (E) et de la projetante du centre 
sur cette droite ; et 

sera l'équation de condition statant sur la position de [xl, y')- 
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Or, (QO et (1) doDuent 

d'où , dn substituant ces valeurs dans (G), on obtient 

pour l'équation rectiligne du lieu demandé. 

La forme de (7} indique que les axes de l'ellipse sont aussi d^ axes de symétrie de (7), 
et les valeurs (xO, (yO indiquent quQ chaque point de (^) est dans un angle coordonné dif- 
férent de celui du point (x', yf) qui l'a déterminé. 

Maintenant pour construire (^), qui développé serait du sixième degré, nous ferons 
.usage des coordonnées polaires ayant l'origine pour pÔU et la droite des X pour axe 
polaire; donc 

^«'pcos. u et ysspsin. a>; 

et par suite ' 

c* sin.' M COS.* w . e* «in.* » côs.* «» 

C* =r ;^ ; — ; OU o' os ————— (,»;\^ 

après avoir suppiiraé la solution quadruple p* ■« 0. 
Discussion. Nous pouvons écrire p* de la manière suivante 

^ c'e- COS.* w (1 — COS.* 0)) 
° 1 — e* COS. * W ' 

en posant c s= exe ; et comme de e < 1 on déduit 

1 — e* COS.* M > 1 — COS.* &) on a < ce ces. «. 

I. De w = Oo à toa=90®. Ces valeurs extrêmes de w donnent f == 0; c'est-à-dire que la 
courbe partant du point revient au même point; et comme 

^ < ce COS. V), 

il faut que ? apriîs avoir augmenté, soit soumis à une décroissance pour redevenir nul, 
ce qui nous permet de supposer l'existence d*nn maximum : en eflFet, en résolvant ( p ) par 
rapport à sin.» w, il vient 

2c* 
Or, le maximum de p sera donné par 

(c* + p*)* = 4a*p* ou fj^a ± b; 

mais sin. » simplifié exigeant 

p^ b + a et p < a — b, 
on ne peut qu'avoir 

maximum p «» 6 — b 
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coiTupondant à 

sin. u ' 

AmBîdepaiHa=>0° Jusqu'à ««>«, on obtient 1a partie OHI {Ol3>B— fr)et da Vusa, 
4 m = 90« on détermine IKO ; et rensemble OHIKO coDBtitQe une espace de feuilU. 

L'axe de iTmétrie DIV fooraira la feuille OH'I'K'O, de «— (IO°JoKia'i«=IS(>>; 
puis ■ croissant Jusqa'A 270° on déterminera OH''I'"E''0; et enfla l'Angle polaire continoant 
de croître Jusqu'à 360°, la courbe sera complétée par une quatrième feuille 0B'''I''''E!''O. 

N. B. Il n'est pas dépourvu de caractère de taire remarquer au lecteur que le lien étant 
continu doit se lire 

OHIKOH"I"Tt'"OH''rK"OH'I'K'OH.... 

ProblBhb m. 

lui Ht la Un to uuau in hyiMMtt tfttt IH ujaitM M D torv HHiii 9I|. III). 

Soient LI/ et F l'asjrmptolA et le 
foyer donnés ; et A un des sommets 
d'une des hyperboles génératrices 
dont la petit axe sera coiuùmt et 
égal à PO* = d, distance du toyvT k 
l'asymptote. 

Ceci posé , prenons PO' et LI/ pour 
axes coordonnés ; l'aie FA coupera 
LL' an centre O de la courbe ; on doit 



Or, (*, fi] désignant lee coordonnées du point A , 

sera l'équation de FA , donc 

a— « 
D'un antre c4té 

et par suite, & cause de (1), 



, + -'P „ <pp 






Applications sur les coordorh^s polairis. 967 

Cette fonction (f ) donne d'abord 

c'est-à-dire la paraUéte tracée par le foyer à l'asymptoU; donc, après avoir ôté de («) cette 
solution étrangère, il vient pour le lieu demandé 

et on reconnaît que (^) admet U foyer F (d,o) et Torigine O' (0, 0) pour solutions analy- 
tiques, maie géométriquement étrangères au problème. 

Maintenant pour construire et discuter («p'), nous alloua prendre pour pôle l'origine O et 
OX pour axe polaire; donc 



a a» p e08. u , 
|3 sss p sin. o, 



^, ^ , d COS. 2^1 d(2co8.»« — 1) 

d'où \ « = — i (<p'0 ; 

' ^ COS. W COS. « 



toutefois après avoir retranché la double solution 

p« -. 0. 

qui indique que l'origine est un point multiple ; c'est-à-dire an point où arrive plnaieurs 
branches du lieu. 

Discussion. La forme (f^O i^o dépendant que du cos,, on peut déjà reconnaître que l'axe 
polaire est un axe de symétrie; donc il suffira de faire croître « depuis 0<» jusqu'à \9^ et 
construire ensuite la partie symétrique » par rapport à O'F, de celle obtenue par ces varia- 
tions de II ; de plus , comme m as 90» donne 

p = oo, 

nous passerons par l'intervalle m t» 45^ en allant de m « à « » 90o. 

I. I>eMsa0<>àN«s4&»;»«>0o donne p » d ; c'est-à-dire le point F : ensuite « croissant 
de Oo à 45*, p décroît constamment depuis £< Jusqu'à 0, d'où on déduit 

FMO'. 

II. Deii9M45^àMes90«: m dépassant 45o, cos. » devient négatif, et en portant les 
valeurs de p en sens contraire de (a direction imposée par ces valeurs de » , car ces hypo- 
thèses dé M à partir de « > 19^ 4* ^^ ^ ^ < ^^ donneraient les mêmes valeurs prises 
positivement , on obtiendra les points de la partie 

O'S. 

III. Depuis w «90» à M» 135» : les valeurs de p sont positives et déterminent les points 
de la branche 

O'S'. 

IV. Enfin de M a ISS» à « » isO*. Les rayons vecteurs deviennent négatifs et, par une 
raison semblable à celle de l'hypothèse II , permettent de tracer la partie complémentaire 
de la figure ; c est-à-dire 

O'AF. 

N. B. Le lecteur devra , pour bien saisir la continuité de cette figure, lire 

S'O'AFMO'S ou SO'MFAO'S'. 
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Problëne IV. 

faut imiiinlrtiu n (li|. HT) rt u F<>>|> * = « tn" Ui lèttiUi U,U,1P nr bifMllH 

n pKtt i'n Blu Bttl <■ U nt Infinr nhUiU U «W^Fr— ....'» t ou Wt = WV = tVt 

^.... = t; |u) Mt la lin IM f<^i 1,1, P,... ou V.V.r (bukUi 4i MamMi)! 

D'abord , noua remar- 
qneroDS qae c« lieu donoe 
4aax bnuich«* aituéea d« 
part etd'autre de HK, et 
ayant prvbablemenl cette 
droite pour aiymptote 



Ceci poai, prenona A 

pour origina et pour ases 

coordonnéa AM, AX per- 

pendicolaire et pantUtie 

à HK ; et désignoDS par d lu distance AO , nous obtenons d'abord deui points aur OY 

•t aymétriqQee par rapport à HK. 

Or, (x, y) étant lea coordonnéea du point N du lieu , on a 





kS-V X' + j'i 


d'un aatre cUs de 






ig.NAX-^-lg.OOA, 


OD d«duit 






1 : sin. OOA :; AO' : <!,• 


d'où 




kOr — ' 


d dl/l-^-lf.' OOA 



•t , pAf BDits de U gdnâratioii dn lien , 



auÎTBnt <)Ue le point N eat situé au-desBua de HK ou (N') aitad an-deaaoue de la inAm? 
L'iquatton (1) peut a'éci ire 

iy -d)t^'3* + ^ = ±ly {-f), 
et on reconnaît spontanément que la droite 



ou HK, eat bien une atymptole; et que l'origine A est un point conjugtid ou analytiqHt; 
c'eat-à-dîre étranger an lieu demandé. 



Am-lutiotts nm us cooRDOtmfits Muntks. 
MaintaDSot pour conatrair* c« liea , flxotiB-le en cordonnéei ^lairM et poioni 



d'ofl p -=(f MSec. u ± l if']. 



a — pcos. », ) 
y — psin. «. i 
eo DigligMnt le point A. 

DmouBSioif. D'abord (f*) iodiqae que AT eat nu axe de aymâtrie , pniaque ■ ^ h, et u a» 
180 '-■i fonmjasant la même Talmtr pour f. Ainai,ilanfflrade faire croître • de 0* à 90*.' 
De«^Oo*H — 90*:a— 0* donoe 

P - « ± i.- 

c'eat-ft-din qne U courbe vient da l'infini positif an S ou en S' ( en comidérant une vaUur 
lie m un peu titpérieure dO); pnis ■• croiaaantjnaqn'doBigOe, p diminue et devient, pour 
la valeur extrême, 

d±l; 

donc on obtient u on H';et par auitaUportion SNH on S'N'M'. 

Bufln.A cauae de l'axe de aymétrie AT, de « s» 90° & ■ = 18l>>, on déterminera la 
bnutche MT ou ceUe UT. 

Remarque. Bofiaiaant croître « de 180° 4 870° puii de 270°i360°, p serait constamment 
iuE|ralt/'et ces valeuradeu donneraient H8 ou U'S'paifiMTou MT' lorsqu'on porterait ces 
rayons vecteurs en aens oppoaé à c«lui détntniné par les hypothèses faitas sur u. 

N. B. En transportant l'origine de <f) an point et converti ssant après en coordonnées 
polairea, le lecteur trouverait une iqualion polaire compUte du A"' degré; c'est-à-dire 
qu'il aurait compliqué l'étnde du lieu demandé. 

Phoblèiie V. 

1 fvtir ÉB Natrs bis 4'iH kifirM* éfiiUtln , lai Itn firtiM il l'iii Ininnu 4* Mtt« «nrka l'nnslM 
il ftrt «I l'iatn , lai isa riTMaIk«N tu|«U n ftiit BlUn l«oitua:tulutl«Unte tMitlsu m- 
tsUm le ikifM liiat It Mttt kniMs (Of. 118)7 

Considérons l'hyperbole éqnllsUre 

s"-!---»' (D). 

et déterminona l'équation polaire en 
prenant pour p6le le centre O' du cer- 
cle sur lequel s'enroule l'axe trans- 
verse et OT pour axe polaire ; alors r 
étant le rayon de la circonférence , 
et l'absclBse, sur l'axe. OP"; PM 
perpendiculaire sur AP sera le pro- 
longement du rayon OP' : M sera en 
M' et N en N' de telle sorte qne 

OVL' — r + y et ON' — r— y; 
et , en général , 

P-f±» m- 
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Mais M , dans le cercle OCV^ donne 

r r ' 

donc 

« «a rw; 
et par suite 

y ^ ± |/r» »• — tf* , 
d'où , pour (1) , 



p « r ± 1/ f* w» — a* (cp). 



N. B. La variable ta entrant comme longueur d'un arc ayant l'unité pour rayon , la 
courbe sera en évolution. 

Discussion. Remarquons que (ç) ne subit aucune altération en y changeant «> en — «, 
donc Taxe polaire est un axe de symétrie, mais u pourra cependant croître indéfiniment 
à cause de la forme de la fonction (9) par rapport à «1. 

Ceci posé, faisons croître » positivement y et avec continuité à partir de zéro; nous 
aurons, p, et 9, étant les deux valeurs de p , 

a 

« < — I / p, et p, imaginaires. 



donnent 
a l 
&)=~ \ I p,=«retp,e=r; c'est-à-dire le point A' pour A. 

a 

61) > -- / 1 Pi ^^^^ ^^ pt diminue. 

Ainsi à partir du point A', on obtient d'une part la partie A'M' s'éloignant de plus en 
plus du pôle 0', et d'autre part A'N'O' s'approchant de plus en plus du môme point ; et 
pour 

(id » — [/efi^Ifà on a p^ «» j^ ^t p, = ; 
donc la première partie atteint M' pour lequel 

OTH' - 2r, 

et l'autre le pôle 0' lui-mime. 

Si maintenant «• croît encore, p, augmente positivement et p, négatif croît niem 
mmtf ce qui donne M'K'I... pour p^ et O'Rl' pour pt; et 

déterminant 



p^ =ar + V/ 7r*r* — a* et p, — r — l/ir*r* — «*, 

on êtt déduit les points 

I et V. 
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Bafla M oroiiMuit de irr à Sur, p« donnera 

et p, 

O'RI' ; 

pnie de • » 2«r Jusqu'à «*» 2ivr + •?•, on aura l'C et IT : de 2«r -f- ^ à 2ffr + «, le« 
portions 10 et FC et aînsi de suite. 
N. B. La théorie delà tangente en coordonnées polaires donnerait 



tg.V 



pip — r) 



et 



souS'UuigenU 






Enfin, remarquons que pour le point A' pour lequel 



on a 



oi tm a:r et p*^ 
tg.V«0; 



c'est-à-dire qu'en A' la tangente à la courbe est le rayon vecteur p de ce point. 

Problème VI. 

Ttwm dm 11 fia le Un di poiit fii tt^X di deu loftrt huûieu d'éfils iitsiiitè, tltièt dau 

M ^. h ■!■• fiatité tstil0 de luiire fu li 1m deu ftym ètaleit rèub as nliei de leir 
dUtaice (tif. 179). 



Prenons la droite des foyers FF' pour axe polaire 
et son milieu pour p51e, et soit M un point du lieu ; 
nous aurons, X étant l'intensité des lumières à l'unité 
de distance, 

— 4- — t — 
3* '^ y^ p« 

pour lès quantités de lumière reçues en M par lès 
foyers lumineux F et F' et par réunion en O, ^, ^ et 
p désignant les distances FM , F'M et OM. 

Ainsi , nous obtenons 



^,+ ^--; o« pMa»+d'«)«2W (1); 

mais, 2c étant la distance des foyers, 




5« «= p* 4- c' — 2cp COS. M et ^* — p* + c* -4- 2cp cos. «, 
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donc (1) M tmiafonna en 

p' (p' + c') = {p* 4- ')' — *!'?' «OS- « ; 

Bt, aprât réduction , 

pM*«>S-'»— 1) — C» (ip) 

Mra l'éqaation polaire du lien demaDdé. 
N. 8. TrauflformoQS (f) en coordoDaé«B rectilignee; il Tiaot 

p* = a:^ + y' et COS.*(a = — = , 

p* S' + 9* 
d'oii 

y — 3fn — — c' (A) ; 

o'oatA-dire qne (i^ ett b« hyper^le titnl la atymptotes forment tôt angU de flO" avec l'axe 
tnawvene. 



OhI M tt Hm Unit FIT U ItiR l'iu HnMi 4il H Ml u Kttut UM«M« à U lnit« U M n Biw lÉtt t 

(tH.lM)1 '^ 

PreuonB OX pour oie polaire et poarpAla; 
noua avons , en projetant le point O sur l'aie n.- 
riable 8K de la parabole. 



SP = SF - PF = I - p COS. PFO; 
donc 

p = f — p «w. PFO , 

(1 +COS. PFO)-.p H). 



Or, BÎ nous traçons le diamètre du point de contact 0, w/wt annuu. pv 
de la parftbole , 

KOX = FOX' d où PFO = FOK — « — FOX* 

FOX' = 180» — f.. et par suif* PFO = 2« - 18(f. 
ainsi (1) devieitt 



(9)- 



APPUUTIONS SDR LSS COOUKUWËKS PQLAlUtl. 



Discussion. Cette fonction (f ) mostn 
déjà qne la courbe est syinétrîqae par 
rapport à l'axe polaire et A «a perpen- 
dicalaire menAe parle pôle, pni»qn'elle 
ne SDbit aocune altération au y chan- 
geant 

« en —w et w en 180°-w; 

et il est évident qu* U branche située 
en dessous de XX' (flg. 181) serait 
prodnitA par la parabole placée de U 
même manière par rapport i l'axe 



poUire. 

Ceci poi4, Esiaons croître « de 0> i 90> : en passant par l'itat 4e 45°. 
l.De«— iO»i» — 49»: n<»0« donne 



dose la courbe Tient de finOni en SJosqn'i ddtanniner nn p<ùnt U' poor leqnel 
M=M'OX = 48* et p = p. 
II. De«=45°iiB=>90° : w continuant de croître depuis 45* jDsqn'i 00*, r ^^crattiosqn'é 



ce qui donne le point M qui correipond préciséraent av Bornent oft le sommet de la para- 
bole est en 0; et par luite Ih portion Mltf est tracée. 

De»=.90<>i(.»180<>on déduirait MU'T ; Uadis qm de « ■■ tSCH> i ••<k880>, <» Goas- 
truirait Tm,''mm'S> symétrique de SM'MM'T, 

PROBLËNE VIU. 

■m HnMa mis iir m utn fmMi Bii Uratlfu ; fUl •>( t< Um ta Mswt i' b li faMt 
MfeiU, Itt MUSU 4M MotM Mot <a*MilMt 1 l'irlii» fi nilmsl («f. 1»), 



Soit AM et A^ une situation quelconque 
des deux paraboles égales; les cordes égales 
AM et A'M indiquent que les sommets A et 
A' sont symétriques par rapport & la tangente 
commune MT ; donc, les coordonnées du 
point A' sont les doubles de celles de la pro- 
jection du sommet Bxe A sur la tangente MT. 
Or, noue avons trouva (g 196. Prob. 1) U cia- 
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solda 

ponr le lioD de ce point ; donc , (X, Y) désignant le point A', 

X = 2a; et Y = 2y; 
et (1) ee trwiaforme en 



-(-X) 



W- 



Ainsi U lieu etl une citaUde ayant pour atymptoU la ttireetrice DD* de la panMe fixe. 
N. B. Noua engageons le lecteur A aubatituer le foyer au aommet , comme point géné- 
rateur. 



Tninr 1* lin Mvil pu l'u tm ttjen t'ut kTP*'M« ni '*■)• tut | 
Idntliit, L'trifiH ji »n«at un «dii li niUtt 1m hmwU ¥mttulitu (fl|. lU}. 

D'abord QD point du lieu aéra éTidemment cetni 
aymétriqne du foyer F de l'hyperbole fixe par r*p- 
port & aon aommet A. 

Soit maintenant une aituation apécide dea deux 
hyperbole! AM et A'M : on a dridemment, à cause 

deAM = ÎM, 

MF -=&!/■ et MA = MA'; 

de plus, MT est la binsectrice de l'angle FMf et 

MF — MF-2tt, 



donc, le foyer de la courbe génératrice est toi^ours sur le rayon vecteur mené du second 
foyer F' de l'hyperbole Ûxe au point de contact M , et de 

on déduirait fuc le lieu serait une circonférence ayant P pour centre etia pour rayon; 
d'oft 

p = 3a 

P' étant le pAle. 

DiscnBBiON. Le roulement sur la branche iutlnie AM8 de l'hypertiole Use aemblait indi- 
quer l'eïistencB d'une courbe ilHraitée pour le lieu du foyer f, et comme il n'en est pM 
ainsi , noua devons présumer qu'une portion de la circonférence précédente répond eenla- 
ment au lieu demandé et que ses estrémités sont âes points asymptotique* : aussi détM*- 
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minoiui le lieu en prenant pour pôle et axe polaire le centre et Taxe transverse OX de 
l'hyperbole fixe ; nous ayons 

F0« + 0/» — 2F0. Of C08. FOf^ F^, 



ou 



et de 



c* + p* + icp COS. « =» 4a'; 



p «a — c COS. « ± V 4a* — c'sin.*w , 
on déduit que p ne sera réel que pour 

C* sin.*« < 4a*; 
donc » en désignant par «, la valeur de m correspondant à 

C* sin.* w =» 4a* , 

le lieu se composera des deux arcs de la circonférence F'/s» 2a, qui sont vus du pôle O 
sous un angle depuis »i jusqu'à — w, et depuis ISO» — «, jusqu'à ISO» + w, . 
N. B. Nous engageons le lecteur à substituer deux paraboles aux deux hyperboles de 

ce problème. 



10 Quel est le lieu décrit par le centre d'une ellipse qui se meut en restant tangente 
en un même point d'une droite fixe? 

2o Trouver l'équation polaire de la section plane d'un cône droit lorsqu'on développe ce 
cône sur un plan. 

3» Une hyperbole et une ellipse ont les mêmes foyers, les cordes interceptées par la 
première courbe sur les côtés d'un angle droit circonscrit à l'ellipse, sont égales. 

40 Si deux côtés MP et MQ d'un triangle MPQ inscrit dans une ellipse, passent par les 

MF , MF' , , 

foyers de la courbe , on aura ^îp"+"pfQ '^ constanU. 

50 Quel est le lieu du sommet d'un angle dont les côtés passent par deux points fixes et 
qui interceptent une longueur constiinte sur une droite donnée? 
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SOMMAIRE. 

Construction géomiétriqae des expressions algébriqaes. Exemples. — ApplicaMon 
de ranalyse de Descartes à la résolution des équations. -^ Exercices. 

CoBstroctiafli séométrlqpe des nwprf — le— algéfc f l^M e e » 

5^5^K. Tous les traités de géométrie élémentaire, indiquent le moyen de 
construire les expressions concrètes et linéaires 

a:b::c:x, a:b::b:x, a:x::x:b et x = l/fl* + ** — c* + d^\ 

. c est-à-dire une quatrième^ une troisième ^ une moyenne proportionnelle et le côté 
d'un carré dont la surface doit être équivalente à la somme algébrique de plu- 
sieurs carrés donnés. 

M. Goiizy (de Lausane) a donné une construction très-élégante de la moyenne 
proportionnelle, la voici (iig. 184) : sur une droite indéfinie et dans le même 
sens , portons OB «= ^ et OA = a , puis, en sens contraire, BA' == a ; ejifin, de 
A et A' comme centres , avec a comme rayon , décrivons deux arcs de cercle se 
coupant en C, nous aurons 

CO = CB = i/lb. 
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En effet, du triangle COA', on déduit 

CO* = A'C» 4- A'O' — ÎA'O. AT ; 

d'ah , 1 cRB«e 4e AO -*« —h, Ol kf 
b 

et far «lifte, ai rMtûnnt , 
CO»-a.fc doù 00— i/"«S ce. F.B. 

Toutes les expressions linéaires raiionnelles m irrationnelles dont les indices 
sont 2" se ramènent focilement, au moyen de lignes auxiliaires, aux formes pré- 
cédentes. Cependant, il arrive souvent que ces auxiliaires n'existent qu'à l'état 
latent. Voici quelques exemples : 

I. Cotutnàre \ >« — (le numérateur possédant un facteur linéaire de plus 

mnp... ' '^ 

que le dénominateur). 

_ ^ g^^ les côtés de l'angle quel- 

conque 0, portons aUernalive- 
ment,k partir de , les distances 

OA, Oft. OC. OD. OH, OV, OP 

re^>ectiTOne»t égales 1 

JoigBBBB M. Cir, «t 9P; «t i Ofg 
drvils trtQns les fttnUëles AV, 
YZ et ZX : OX sera la droite demandée. 
En effet, les triangles OBM et OAY, ONC et OTZ, OTO et <^ 



OM ou m ; 


: OA ou a : 


: OB ou ^ : 


01 = -^ 
m 


OK ou n 


: OC ou c : 


■ab 

: OY ou — 

m 


ffin 


OP ou p ; 


: OD ou d : 


abc 

:: OZ ou — : 

ma 


mnp 


et ainsi de suite. 
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II. Construire x = c I — 1 . 

La quatrième proportionDelle c' =~ 
c [ T" ] étant d'abord construite, en pre- 
nant (tig. i86)surrun desc&iés de l'angle 
quelconque 0, OA = a et OB ■= fr, el 
sur l'autre c6té OC — c ; puis joignant 
fiC et traçant AC parallèle à G on aura 

OB on * : OCouo :; OGouc : OC'=c. ~. 
Ceci posé, menons BC et sa parallèle AC du point A, il vient 

OB ou fr :OAoua ;: OC'ouj:|- : OC" — c (-^l . 
De même, la droite BC et sa parallèle AC' donneraient 

oc -.m-. 



et ainsi de suite. 
m. Construire x = 



■^i 



Soit d'abord n — 1 : prenoRs(fig.187)OA= 
a , OB = 6 et sur OA, comme diamètre, dé- 
crivons une demi-circonférence coupant la 
perpendiculaire BD en D ; la corde OD sera 

vu ou ty/f. 

, rabattons 
nème cens 



Ceci posé , rabattons OD en OD, et faisons 
sur OD, la même construction que sur OA ; 
nous aurons 



OD'. 
Rabattant encore OIV en OD', et continuant les mêmes constructions, on aura 



■yXî- 
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Maintenant pour constrnire x , observons que, pour n — = 3 , 

c'est-à-dire une quatrième proportionnelle aux droites b, c et OD". 

IV. Construire x = a sin." «. 

Sur AB ^ a, comme diamètre, décri- 
vons une demi-circonférence et inscrivons 
l'angleBA a; nous aurons (lig. 188) 

1 : sin. « :: AB ou a: kC= a sin. a. 

Soit ensuite la perpendiculaire CD, il 
vient 

AD — AC sin. « = o sin.» « ; 

puis, relevons AD sur AC en AC, et abais- 
sons G,D, perpendiculaire sur AD, nous 
obtenons 

AD, = AC, sin. <x s a sin.* «; 

et ainsi de suite. 

V. Cmstruire x -=- -: . 

sin.'a 

Soit {fig. 189) l'angle BOA =. 90* — a, OA = a 
et AB perpendiculaire à OA ; on a 

OA — OB COS. ou a >= OB sin. a, 
A'oix 

0B = ^. 

Rabattons OB en OA, et menons A, B, perpendi- 
culaire sur OA, il vient 

0B-= 0A,= OB.cos. - OB, sin. «; 
donc 

Sin. a. sin.' a 
et ainsi de suite. 

VI. Conitntire x = « tg." «. 

Sur un des cdtés de BOA ~ «, prenons (Gg. 190) OA »= a et traçons la per- 
pendiculaire AB; nous avons 

AB = OA tg. « — a tg.;«. 
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Puis menons BA, per- 
pesdiculaire k OB, il est 
clair que 

AA,=ABlg.a-=fltg.»a. 



et ^,tl„ f 



A,B, — AA, ig. it = . 
et ainsi de suite (').- 

ai> -{- cd 
VII. Construire tg. j; = — ^^Tïrf' 

On «fuient, en divisant haut et bas \-iar tu-, 

- +- 



ig- 



c a 



b d 

doù, eiîposant tg-y — "7 et tg.3=-, 

c'esirà-dire que 

x=y + z et en généralisant x -^ kn + Igi-k^ 
{k étant un nombre entier positif on négatif). 



■ 3o 
Or, on peut écrire 



et, comme cette formule exige A < a, on peut poser 



(*) Lm axemples II, 111, IV, V et VI aont extraits de Calculs pratUiues appliquât a. 
scienees iCobsenalion, par MH: Buinr et ffousEt.. 
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d'où 

siii. X =» i 1/ 1 + sin. y — \\/ i — sin. y = sin. { y ; 

cest-à-dire 

x = {y et en généralisant x^kn + \y, 

4 

^ cdef 4- ghik — Itmio 

IX. Construire x = . 

Tpqr + sin 

Cette expression peut s'écrire 

'V^def def I _ '\^def def I 
\ de ^ de I 



X 



pqr stu 
de de 

ou, en faisant usage de l'exemple I , 

/•(c + «-^) 

c esi-à-dire que x s'obtient par une quatrième proportionneiie. 

^ , abcd 

X. Cmstruire x 



V M 



M 
On a (Exemple I) 



x~y/ a. 



bcd . 

— »■ V aa. . 



XI. Construire x«^[/ ab + cd — ef. 

Ici en posant af^=^ab, ^ ==^cd et y* «» ef, on obtient 



cest-à-dire que les moyennes proportionnelles entre aeil^, ceid, eeif réduisent 
le problème à un de ceux donnés en géométrie élémentaire. 

XII. Construire x «= =- ^-r . 

ab* — iabc + ac^ 

Une. simple décomposition en facteurs, donne 

{n + b + c) (b + c — ay{a + c^b).{a>^b^c) 
^~ a(b — c)* ' 

et ramène k Texemple L 
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XIII. Construire x « \ / •. ! -— ! , 

V a + é 

Cette expression peut se mettre sous la forme - 



Or, a' + ^ peut être changé en un carré c* et 



V 



c«. 



ia 



a -\- b 



est le cdté d'un carré dont la surface est à celle de c* comme la ligne Sa est à 
la ligne a + 6 , car on a 

î^ : c* :: 2a : a + 6; 

donc, d étant le côté de ce carré, 



ou une moyenne proportionnelle entre a — beid. 

Remarque. Les exemples précédents pourraient être plus nombreux, mais ils 
suffisent pour montrer au lecteur que cela revient à des opérations identiques à 
celles qui t)nt pour but de rendre une expression calculable par logarithmes ; el 
nous ne nous sommes occupés que de radicaux dont Tindice est de la forme S" : 
nous verrons bientôt le pourquoi de cette restriction ({ 226. Remarque). 

Enfin , ce qui précède n*était point indispensable à ces leçons et ne doit être 
regardé que comme prolégomènes utiles, mais non nécessaires. 



Appttcatf— de Vmmaàjmm 4e m^memrUsm di la réméimamm 4< 



L'analyse de Descartes se prête merveilleusement à la détermination 
géométrique des racines dune équation donnée, sauf toutefois la difficulté inhé- 
rente à la construction des courbes. 
En effet , soit 

f(x)^0 (i) ; 

en posant 

il est évident que les abscisses à Torigine du lieu (/) seront les racines de (1). 

. Si dans (1) on transpose une certaine partie des termes et que par suite on lui 

donne la forme 
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les intersections des lieux 

y~.F{x) et y = F, («) 

■ 

auront encore pour abscisses les racines de (1). 

Donc, en général , tout système de deux fonctions de x et de j^ qui donnera (1) 
pour résultat de Télimination de y, caractérisera deux lieux géométriques dont 
les X des points de rencontre seront les solutions de (i). 

Remarque. Dans la construction des racines de f(x)^=0, au moyen de lieux 
géométriques, il faut tenir moins à simplifier le tracé effectif qu*à rendre sa con- 
ception plus directe et plus spontanée. Ainsi le meilleur mode consiste en une 
droite avec la courbe correspondant à Féquation ^(j?) »= 0, mais ce mode devi*a 
être écarté toutes les fois qu*il y aura lieu d*utiliser une figure déjà tracée, alors 
on préfère compliquer une des lignes pour simplifier Tautre. 

Pour les équations algébriques , le produit des degrés des deux lignes d6it être 
égal au degré de f (x) »= 0. Ainsi le troisième et le quatrième ne peut être cons- 
truit par une droite et un cercle, ni par le mode de deux cercles qui se réduit à 
une droite (Axe radical); aussi prend-on deux sections coniques dont Tune seu- 
lement est circulaire. 

Enfin les radicaux dont Findice n*est point de la forme 2* (n étant entier) ne 
peuvent être construits par la droite et le cercle. En effet, si cette construction 
était possible , en exprimant le résultat géométrique au moyen de Tanalyse on 

obtiendrait indubitablement un radical de la. forme « / ^ ; c*est-à-dire une ab- 
surdité. 

5^5I^T* Voici du reste quelques problèmes qui faciliteront la compréhension 
de Fesprit de cette théorie. 

Problème I. 

Construire les racines de Féquation du second degré, 

i^ FORME : ox* + te -|- c « 0. 

Posant, en considérant des coordonnées restangulaires , 

b V i«— iac 



y'+hij 



4a« 



nous en déduisons que les racines sont les abscisses à Torigine de la circonférence 
précédente. 

en rétablissant Thomo- j «* — paî= — c* (1) , 

2«foiuie:*«+PX+9-0 [ou} «énéité et séparant les «»+px c« HV, 

cas particuliers des si- l ofl — px^^+c* (2), 
gnes explicites de /^ et 9 j sfi+pxsss+c* {¥). 
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Ainsi toat se réduit à coDsIroire (1) et (2) , et ii preadre leurs solutions en signes 
contraires pour obtenir celles de (1'} et (2). 
Or, (1) peut s'écrire 

xip — x)=-(^; 

c'està-dire que x et p — x sont les cdiés du 
rectangle ayant c* pour surface. Donc, en dé- 
cri\-ani sur AB =■ ;>, comme diamètre, une 
circonférence el déterminant une ordonnée 

MP = c; 

AP et PB seront les racines cberchées : 
car 

d'où , en comparant avec H) , 

AP = I et PB = X. 
N. B. L'équation {i") aura donc pour fi<Aution 

X AP et X PB. 

Quant à la forme (31 ou 

X (x — p) = c', 

les deux cAtés du rectangle ayant p pour différence , cela revient k mener une tan- 
gente AD s c au cercle précédent, et à tracer la sécante diamétrale DOB*. En 
effet , 

DB'.DB"_AD. s'écri. ! "T"' ~„lr '" ' 

( — Dr( — DB" — p) = c»; 

d'ofi 

x = DB' el X DB". 

N. B. (2T aura donc pour racines 

X DB' el x= DB". 

PaOBLËME II. 
Déterminer géométriquement les racines de l'équatUm du 4" degré. 
L'éqaation proposée est 

x'-fAx'-1-Bx» + Cx4-D = 0; 
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mais comme en posant 

, A 

X^ X — Y 
4 

le terme en or' disparaît, nous pouvons la considérer sous la forme 

a;* + ax'4- ft^ + ^ = (1). 
Or, en considérant la parabole 

x^^y (P), 
(1) donne la courbe du même genre 

y^+ay + bx+c=Q (P'); 

et par suite les abscisses des points communs à (P) et (P^) seront les racines de (1). 
Mais (P) et (P) donnant , par voie d'addition , 

a:' + !/* + te + (a — 1) y + c = 0, 
ou 

on reconnaît que la solution est encore donnée par la parabole (P) et la circon- 
férence (<f). 

ScoLiG. Uéquation du 3^ degré 

X' + Aa:' 4- Ba; + C = (2), 

peut s'écrire 

x^ +kx^ + Ba:« + Cx = ; 

donc sa résolution géométrique revient à celle du 4* degré, sauf toutefois à 
négliger la solution étrangère 

donnée par Torigine. 
N. B. Cette méthode de solution pour (1) et (9), est due au célèbre Hallev. 



(*) L'analyse algébrique établit le théorème auivaat : Toute équation de la forme 

xm + px*» - \ -[- qxin - « -|- .... = 

est privée du second terme en posant 

x^ oc* . 

m 

49 
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Problème III. 

Quelle hauteur faut-il donner à un segment sphériqne à une hase pour qt^e son 
volume soit le quart de celui de la sphère? 

Soit X la hauteur cherchée , R étant le rayon et la sphère , nous avons 

TTX* (R — \ X) 

pour le segment demandé ; et par suite 

; rR' = TTirMR — i ar) ou a:' — 3R^^ + R' = 0. 

Or 

a: = a:' + R , 

donne 

a:'5_3RV — R»=0; 
et, en posant R = l, 

a;'' — 3ar' — 1 = , 

sera Téquation du problème. 
Multiplions d'abord par x\ il vient 

x'* — ar'« — a;' ==* ; 

puis posant la parabole 

y = X'* (?) , 

on en déduit une seconde parabole 

i/* — Sy — af = (P) 

qui , combinée avec la précédente , donne le cercle 

a;'« + »*-x'-4y = ou {x' -\)* + (y -i)'=^ (9). 
Les lieux (P) et (<p) donnent x\ et par suite 

puisque R a été pris pour unité. 

N. B. La hauteur x doit évidemment être moindre que le rayon, donc le lec- 
teur devra rejeter pour xf toute valeur positive ou qui étant négative serait numé- 
riquement supérieure à Tunité. 

Problème IV. 
Insérer deux moyennes proportionnelles entre a et b. 

Ainsi on doit avoir 

( a :x :: X :y] 
^ a : X :y : b oa \ , J ; 

{ X :y :: y:b) 



P) 3^ -^ay et y* — bx... (P'. 

Donc , I et y sont les coordonnées du point d'intersection des paraboles (P) et 
(P}, en omettant toutefois l'origine (Solution de Menechhe). 
En combinant (P) et (P*) par voie de multiplication , on obtient l'hyperbole 

xy^ab (H), 

ijui résoudra le problème en y adjoignant une dos paraboles (P) ou (P'}. 
Enfin, (P) + (P) donne la circonférence 

qui pourra être substituée k l'une des deux paraboles (P) et (P). 
SoLiTiON DE DioclEs (§ 216, Prot>. IV). Considérons une cissoïdc [ftg. 18S) 
THAT, AD étant le diamètre de son cercle 
générateur : surDA, prenons 

DR— a 

et, perpendiculairement ii AD, 

RS = »; 

la droite DS détermine un point M sur la cis- 
solde, pour lequel 

DP : PM :: a : fr (1). 

Or, nous avons , en traçant la sécante AHBC, 

AI:IB::IB:ID et DQ : BQ :: BQ: QC; 

et, à cause des lignes égales données par la 
définition usiteOe (% 208, Prob. IV) de la 
courbe, 

DP : PN :: PN : AP et PN : AP ;: AP : PM ; 

donc 

H DP : PN : AP : PM ; 

el par suite, en multipliant les quatre termes par le rapport 6 : PM, 

_^DP^_PN^_AP^ 
" PM ' PM * PM ■ ' 
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ou, à cause de (1), 

PN. b AP. ft , 
•• • PM * PM • '^' 

c*est-b-dire que x et y sont les quatrièmes proportionnelles données par 

PM : PN :: b : X et PM : AP :: ft : y. 

Problème V. 
Déterminer un cube double d'un cube donné. 

Ce problème, célèbre dans l'histoire des sciences, date du temps de Platon et 
se rattache d*ailleurs aux premiers développements de Tesprit scientifique : 
Uypocrate de Chio le réduisit k la recherche de deux moyennes proportionnelles 
entre deux nombres; Platon, Architus, Eudoxe^ Ménechtne, Aristée ei Dinas- 
traie s*en occupèrent successivement et leurs solutions furent plus ou moins 
élégantes ; mais c'est à Diodes qu'était réservé Thonneur de trouver une méthode 
éminemment simple, et cela au moyen de sa cissoîde. 

Du reste, ces recherches, puériles quant au point de vue de Torigine de la 
question, ont donné naissance à d'importantes découvertes, et c'est sous ce rap- 
port qu'elles intéressent vivement l'histoire des mathématiques. 

Soit X le côté du cube double de celui a' donné, nous devons avoir 

et comme cette équatiou résulte de lelimination de y de la progression 

^ a : X : y : 'ia, 
nous reconnaissons immédiatement que ce problème i*evientau précédent. 

Problème VI. 

Diviser un angle en trois parties égales. 

Soit 7. l'angle donné , nous avons 

4 COS.' la — 3 COS. 1 a — cos. a «= 0, 
d'où, en posant cos. ^ (x = xei divisant par 4, 

x* — ^x — \ cos. a = (1) ; 
c'est-à-dire que cette question se rapporte à la scolie du problème II. 
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Solutùm géométrique. Prenons pour inconnue 
la corde c' du tiers de l'arc ADEB (ftg. 193) 
sous-tendu par la corde AB = c. et appelons 
r le rayon OA. 

La droite DE parallttle à AB donne 

A A A 

AFD = FDE = ADF; 



donc , le triangle ADF est isocèle et on a 

c' = AD = AF = BK, 

d'où 

■ic- + FK = c (2). 

Mais les triangles semblables AFD et AOD donnent 
OA : AF :: AD : DF ou r : c :: c 

et de 

DF^- on déduit OF=r— ^- = 
D'un autre côté OFK et ODE fournissent 

OD:OF::DE:FK ou r ■ / ~ *" 



ei par suile (3) devient 



donc 



- 3rV - 



= 0; 



c'est-à-dire une équation du iroisitmc degré analogue à celle que l'on déduit de 
la trigonométrie. 

N. B. Nous avons vu en trigonométrie que les trois racines de (1) sont toujours. 
réelles ; donc , ces trois cosinus détermineront les extrémités de trois arcs , parmi 
lesquelles il faudra choisir, par une judicieuse discussion , celle du problème. 



approxlBi 



e dea r«elBe« à't 



e tmm»tton. 



S38. Supposons que la courbe 

dont les abcisses à l'origine satisfont à 

/■(a:) = 0. 
ait été construite ; et que {x, ,y,) soient les coordonnées d'un de ses points déler- 
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minés graphiquement : x^ ne sera pas la valeur exacte de x , mais il en sera très- 
voisin; et on pourra, dans l'intervalle , substituer k la courbe sa tangente au 
point {x^ , t/, ). Cette droite est 

!/ — tf,=-r^^ i^ — x,). 
Or, y «. donnant 

X — x^ ~ — ^i f, — •*'t» 

X, X, 

ou en déduit une valeurs, plus approchée de x que la précédente x^. 
On obtiendrait de même 

X — X^ — Xg , 

:c = X- --7 = x^ , 



Maintenant si Xn est une valeur approximative trouvée pour x et que $ soit la 
limite admise pour Terreur; on calculera les deux expressions 

f(Xn—d) et f(Xn+ S). 

et si elles sont de signes contraires, Xn sera bon; car alors la courbe est au-dessous 
de X avant l'intersection et au-dessus après. 

N. B. Le lecteur qui sest déjà occupé de la résolution numérique des 
équations doit avoir reconnu la méthode d'approximation de Newton. 

f^520. Remarque. Il résulte de l'ensemble des leçons précédentes, complété, 
il est vrai, par l'étude de l'analyse de Descartes appliquée aux trois dimensions, 
que MoNGE avait raison de dire : il n'y a aucune construction géométrique qui 

NE puisse être traduite EN ANALYSE , ET LORSQUE LES QUESTIONS NE COMPORTENT PAS 
PLUS DE TROIS INCONNUES , CHAQUE OPÉRATION ANALYTIQUE PEUT ÊTRE REGARDÉE COMME 
l'écriture d'un SPECTACLE EN GÉOMÉTRIE. 

Ex«relee«. 



V 



1° Construire x = ^ ' 



2fl» + 3/^C* 



lire jc= % / • 



a< — %a^b + 2a«/?« — lab^ -4- b^ 
20 Construire - ' 



fl» -y 2ab 

30 Résoudre x^ — 2x — 5 == pour la valeur de x comprise entre 2 et 3 , avec une 
approximation moindre que 0, 01. 

40 Résoudre 70 oj* — 140 x^-\-90x* — 20 a; + 1 = pour la racine comprise entre 0,06 
et 0, 07, avec six décimales. 

50 Construire les racines de x* + 4a:"* + 3j:' — 4.r — 8 = 0. 
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LVIII^ LIXe & LXe LEÇON. 



SOMMAIRE. 

Analyse des conditions déterminant nne ligne. — Théorèmes snr la forme de 
réqnation d*nne conrbe assujettie à certaines conditions. — Applications. — 
Exercices. 



Ces dernières leçons ont surtout pour but d'analyser les conditions 
qui déterminent une courbe d'espèce donnée , et spécialement du second degré ; 
mais elles offriront au lecteur un résumé rapide des théories générales que 
contient Fensemble de ce travail et une nouvelle étude sur la forme des fonctions 
caractérisant des lieux assujettis à certaines exigences. 

Théorème. 

m Im I Q\ 

Toute courbe algébrique du degré m n exige, en général, — conditions. 

En effet, la forme des équations algébriques du degré m, est 

e'est-à-dire qu'elle contient un nombre de termes indiqué par la somme 

1 + 2 + 3 + ... + (w2 4- 1) ou r . 
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Or, en substituant aux constantes A, B, B', C, C\ C'\ ... leurs rapports à Tune 
d'entre elles, il ne reste plus que 

(m + 2) (w + 1) , m(m + 3) 

I ou x 

2 2 

i*apports inconnus. C. Q. F. D. 

Corollaire. Si le lieu est du second, du troisième, ... degré, il faudra donc cinq, 
neuf, (*) ... conditions. 

Remarque. L'appréciation du théorème précédent exige impérieusement de ne 
point confondre Téquation la plus générale d'une espèce particulière de courbe 
avec Téquation complète du degré correspondant. En effet, les constantes conte- 
nues dans Téquation d'une ligne peuvent être plus nombreuses que les termes 
distincts qui les contiennent, il faut donc savoir distinguer entre le nombre de 
termes distincts et celui des constantes ; ce dénombrement étant effectué , le 
moindre nombre sera celui des conditions nécessaires et suffisantes. La distinc- 
tion précédente est quelquefois impossible sous le point de vue analytique et 
quoiqu'au premier abord la conception géométrique d'un lieu puisse aider à 
cette distinction (chaque point fixe introduira certainement, par ses coordonnées, 
deux constantes arbitraires dans l'équation la plus générale; il en sera de même 
pour une droite fixe; chaque cercle entièrement donné en fera naître trois; 
chaque longueur ou chaque angle une; etc.,), cependant elle offre au fond, la 
même chance d'erreur que la méthode analytique. 

Quoiqu'il en soit, si on possède l'équation d'une ligne spéciale en coordonnées 
rectilignes, toujours supposables rectangulaires, on obtient sa relation la plus 
générale par une simple transformation d'axes coordonnés et comme ce change- 
ment s'effectue en remplaçant x eiy respectivement par (§ 8) 

a + a:'cos.(X, X)— y'sin. pCiX) et 6 + a:' sin. (X, X) + y' cos. (X» X), 

on reconnaît que le tiombre primitif des constantes n'est augmenté que de trois. 

Ainsi quel que soit le nombre de constantes contenues dans l'équation spéciale 
d'une ligne, ce nombre augmenté de trois, sera une limite supérieure des conditions 
nécessaires à la détermination de ce lieu. Donc, la Gissoïde exigera quatre condi- 
tions; l'Ellipse et l'Hyperbole cinq; y"» =« aa;», quatre; y = ax" + b,y = ba', et 
y ^= a sin. te, cinq; ... et ainsi de suite. 



( * ) Dans ses essais analytiques sur les courbes du 3">« ordre, M' F. Daooreau ayant 
démontré que l'équation générale de ces lignes peut être privée du terme en x^ ou en y^, 
sans cesser d'être générale, il en résulte que huit conditions sont seulement nécessaires 
pour tous ces lieux géométriques; c*est là une anomalie digne d'être remarquée, et il est 
probable qu'il en existe de semblables par les autres ordres. 

Le travail de M** Dagoreau est remarquable sous le double point de vue de la simplicité 
des calculs et de Tétude logique des courbes, Elxer et Nrwton avaient déjà traité le 
même sujet. 
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Afin de compléter la théorie précédente, nous allons passer en revue 
* les relations données par des conditions géométriques auxquelles un lieu serait 
assujetti et quoique nous ayons principalement en vue les courbes du second 
ordre, le lecteur généralisera facilement les notions suivantes. 

Théorème I. 

Si une courbe doit passer par un point, on obtierU une relation entre les cons- 
tantes de son équation ou une constante inconnue pourra disparaître. 

En effet, soit 

f(x,y,a, b, r, rf, ...) = (1) 

Téquation du lieu ; nous aurons, le point (x\ y') étant sur la courbe, 

/(x',»',a,fr,c, rf, ...) = (2); 

ou, en éliminant une des constantes a,b,c, ... entre (1) et (2), a par exemple, 

F (X. î/, x\ y\ t, c, d, ...) = 0. C. Q. F. D. 

N. B. Il pourrait arriver que plus d'une constante disparut par cette élimina- 
tion, cela tiendrait évidemment à ce que tous les termes ne seraient point distincts 
ou que le point (x! ff) serait un point spécial (§ 232) jouissant, par rapport à la 
courbe, d'une propriété d'ailleurs quelconque, mais autre que celle d'appartenir 
simplement à l'arc de la courbe. 

Corollaire 1 . Si une courbe passe par un point, son équation est de la forme 

f(x, y, a, fr, c, ...) — f(x\ y\ a, b, c, ...) = 0. 

En effet, cette relation s'obtient en combinant (1) et (2) par voie de soustraction. 
N.B. En considérant spécialement les courbes du second degré , 

Aj/« + iBxy + iny + (x — d) (x — d') = 

sera la forme de leur équation, le point (d, 0) ou {d\ 0) donné étant sur l'axe des X. 

Corollaire II. L'équation générale des courbes du second ordre passant par 
quatre points, dont trois ne sont pas en ligne droite, est de la forme 

En effet, si nous prenons pour axes coordonnés les côtés de l'angle passant par 
les quatre points donnés, ceux-ci seront {a, 0), (a', 0), (0, *) et (0, V) et 



Î^ + »_1»0 et ^, + 1-1 = 
oh ah 



m 
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seront les droites des points (a, 0), (0, b) et {a\ 0), (0, b'). Or, en posant x = 0, 
on obtient successivement et simultanément 

y = b,=V et a; = a, = a'. C.Q.F.D. 

N. B. y — ax — fc=0, y — a'x — fr'«=0, y — ex — d=sO et y — c'x — d'=0 étant 
les équations de quatre droites passant par les points pris deux à deux , 

(y—ax — b) (y — ax — b') + x (y — ex — d) {y — ex — d'\ « 

serait encore l'équation do la courbe du second ordre. 
Puis, 

fix,y)+-k{y — ax—b){y — Ax — B) = Q 

serait évidemment la courbe passant par les points d'intersection do 

f(x,y) = avec la droite y^^ax + b. 

De mémo, x, y. ot v étant des constantes indéterminées, 

i{y - ax^b) {y—ax—b) + a(j/— aa;— fc)(y— fl"x— ft'H v{y— a'x— *')(y— a"x— 1")=0 

serait la courbe du second ordre passant par les sommets du triangle dont les 
côtés seraient 

y = ax + b, ?/ = a'x + t' et y = a''x + b". 

Enfin, on aurait 

n^, y) + {y—ax — b) [x (X — a)+x'{y — ^)] = 

])our la courbo passant par le point (a, j3) et les intersections de 

f (x, y) = avec j/ «s fl,r + b. 

Théorème II. 

De^ix lignes tangentes déterminent une relation entre les constantes de leurs 
équations. 

En effet , en éliminant une des variables entre leurs équations 

F {x,y. A, B,C,...) = 0, f(x,y,a, t, c,...) = 

on devra obtenir pour l'autre au moins deux valeurs égales, c est-à-dire une rela- 
tion entre A, B, C,... et a, fr, c,,.. 

Corollaire I. St te point de tangence est donné, mi aura deux relatiotis. 

N. B. Il peut également arriver que le point de tangence, jouissant d'autres 
propriétés, détermine d'autres conditions. 
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Corollaire II. L'équation générale des courbes du sexond degré tangente à la 
droite y = ax + b est delà forme 

X (y —ax — b) + (ky +Bx + O* = (9). 
En effet, en posant 

on obtient , pour les points d'intersection avec (9) , 

ky + Bx + C = 0; 

r est-à-dirc une solution unique et double. C. Q. F. D. 

N. B. Si le point de contact {x\ y') est donné, (q^) sei'a aussi 

^[y—y'—a(x—x')] + lk{y+y)+B(x+af)+2C] [A(j/-i/')+B(^-a:')]=0. 

Corollaire III. Nous avons trouvé (§35) 

Ay« + iBxy + Ax« + ai/ÂïT y + ai/ÂFT x + F = 

pour les courbes du second ordre rapportées à deux tangentes égales. 

N. B. Si les points de contact étaient donnés sur les axes, on aurait (Théor, /, 
CoroL II) 



(M-*)' 



+ \xy = 0. 



Théorème III. 
Une asymptote rectiligne donne deux relations. 

En effet , en éliminant y entre Tasymptote 

y = aa:4-j3 et la courbe f(x,y) = 0, 

on devra obtenir pour x des valeurs égales à l'infini , ce qui exige que les coeffi- 
cients des deux plus hautes puissances de x de Téquation finale, soient nuis. 

Corollaire. Uéqaation générale des courbes du second ordre admettant y=aa;+& 
ou y s= a'x 4- V pour asymptote^ ou toutes les deux, sera, x étant une constante 
indéterminée, 

(y — ax — h) {y — a'x — &') + x = 0. 

Eti effet, // = ax + ft ou y = a'x + b\ ou toutes les deux donnent Tincom- 

patibilité 

x = 0; 

c'est-à-dire que une, au moins, des variables est de la forme vr. 
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Théorème IV. 

Tout diamètre donné implique une condition. 

Désignons par m la direction inconnue de la corde conjuguée du diamètre 
donné y = ax -\- b, nous aurons (§ 47), en considérant spécialement les lignes 
du second ordre , 

(Am + B) î/ + (Bw + G)x+ (Dm + E) = 
pour le diamètre correspondant; d'où 



1) - 



Bm + C Dm + E . 

' j:=za et — -: ^ = 1) (2 ; 



km+ B 



Am4- B 



et par suite , en éliminant m entre ces équations , 

(B« — AC) b — (BD — XE)a + (BE — CD) = 

pour la relation cherchée. 

Corollaire. Un axe donne deux relations. Car, les axes coordonnés pouvant 
toujours être supposés rectangulaires, il faut adjoindre la condition 



i 

w== , d'où, pour (1) et (2), 

cl 

c'est-à-dire deux conditions. 



Ba« +(A— C)a — B = 0, 
Bab + kb — Ea — D = ; 



N. B. L& iecteur constatera facilement [(1) et (2)] qu'un diamètre et sa corde 
donnent deux relations et qu'un système de diamètres conjjugués équivaut à trois 
conditions. 

Scolie. Les équations (1) et (2) indiquent respectivement que les directions d!un 
diamètre et de sa corde conjuguée , la direction d'une corde et tordo7iné^ à Vorijgine 
de son diamètre ^ impliquent une seule relation. 

Théorème V. 



La comiaissance d'un sommet équivaut à deux relations entre les constantes de 
t équation de la ligne. 

En effet, (x\ y') étant les coordonnées de ce sommet, on a d'abord 

f(x\y) = (i). 

D'un autre côté, le diamètre du point (x\ y') étant perpendiculaire à la tangente 
en ce point, on doit avoir, puisque les coordonnées peuvent être supposées rec- 
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tangulaires , 



Bi-^(+C 



.\ 



fi S fi 



f'x' ) ^ f'x' 



(2); 






car — f \o' ' f y' e$i la .diceclion de la tangente et de la corde conjuguée du 

(^aittètre pt^issant par le ^pmet. 
Les relations (1) et (2) sont celles demandées. 

THfiOHÈME VI. 

Toute courbe admettant un centre donnée est assujettie à deux conditions, 

m 

En effet, (a, /3) étant les coordonnées du centre^ les équations du centre i^ 89) 

f'x ^ et r^ « .0 
doivent ^tre vérifiées par 

ar = a et y = P ; 

c est-à-dire qu on obtient deux équations entre les constantes du lieu. 

N. B. Si le centre était suria courbe, comme cela pourrait avoir lieu pour des 
Jignes d*un ordre supérieur au second, ,cela impliquerait une troisième relation ; 
si ce centre était un sommet , on aurait encore une nouvelle conditio;, , et ainsi 
de suite. ' 

Corollaire. L*équation générale des courbes dy, second orére^ admettant [en , |3) 
potir centre, est de la forme 

A (y — (3)» + 2B (aï — a) (» — |3) + C (x — «)« + F = 0. 

En effet , les dérivées de cette fonction ou 

A(!/ — P)+B(j: — «) — et B(y — p) + C(aî — a)=rO 

sont satisfaites par 

iT — « et y «■ |3. 

N. B. En général, toute courbe ajgébrique caractérisée par 

F (X) . (y-^)^ + iB(x^a) (y-|3) + F, (y) . (x -^) « + F=-0 

adïnet (âç, P) pour centre ; car 
» 

fF («) ..(» — 13) + 2,B(x — a) + F.' iy) . (« — «)« = 

F'(x){ï — P)» + 2B(j/-(3) +2F, (y), (a; — «) =0 

81 
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sont vérifiées par j; = a et y = jS ; toutefois lorsque Ton a point 

F (a) -=00 et F/ (P) = 0. 

N. B. Nous avons déjà exposé, dans la leçon XVI, quel était le nombre de con- 
ditions donné par la connaissance d'un foyer, d une directrice , etc. , pour une 
courbe du second ordre. 

f^Bl^m Remarque. Afin de compléter la théorie précédente, il nous resterait 
à traiter des points dits singuliers, c'est-à-dire de points distincts des antres par 
une propriété précise, d'ailleurs quelconque, à laquelle on doit avoir égard, tels 
étaient le centre, les foyers et les points conjugués ou n'appartenant pas à l'arc de la 
courbe, quoique vérifiant l'équation de cette dernière ; mais on considère encore 
des points de rebroussement, dinflexion, etc. Il est évident que chaque point de ce 
genre devra toujours compter pour deux points ordinaires, comme donnant lieu à 
deux relations de conditions l'une, s'il est sur la courbe, 

f(^,y\ a, b, c, d, ...) = (1); 
et l'autre 

F (j;', y', a, ft, c, rf, ...) = (2) 

qui formule sa propriété caractéristique ; si le point singulier n'était point sur la 
courbe, il est facile de concevoir que, par cela même qu'il est unique, ses coor- 
données (a, (3) doivent être une fonction déterminée des constantes de f (x, y, 
ttjbjCyd, ...)«= 0, et par suite on aura deux relations 

a = (p (a, b, c, d, ...) = 0, jS = ^ (a, ft, c, d, ...) « 

dont la forme sera, pour chaque cas, dépendante de l'équation de la courbe et du 
caractère du point; et ces deux fonctions, comme les deux précédentes (1) et (2), 

concourreront à déterminer les constantes a, b, c, d, 

Mais la théorie complète des points singuliers ressortissant de la haute analyse, 
nous ne pouvions que faire une excursion sur cette matière, pour rester dans les 
limites imposées à ces leçons. 



Afin de familiariser le lecteur avec les notions précédentes, nous aUons 
développer quelques applications : 

Problème I. 

Par ciiq poiiU doués, oi peat faire paiiar aae Goarba da lacaad degré et ei a'ea peit faire nascr qt'oe. 

Si les axes sont disposés arbitrairement par rapport aux quatre points (x', y'), (a:", y"), 
(«'", î/'"), («'^ îT) et {x\y^), nous aurons (§ 231, Thêor, /, Corot. II), pour U courbe 
passant par les quatre premiers et X étant une indéterminée , 
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mais ie point (:e«, tr*) étant situé sur (1) , on a 

^ = (2. 

Donc, en éliminant X entre (l) et (2) on obtiendra le lieu demandé, lequel sera évidem- 
ment unique, puisque X n'aura qu'une seule valeur. 

La méthode précédente donne une fonction évidemment complexe et cela tient à la 
position des axes, car si nous prenons les axes tels que (x,, 0) , (a;,, 0) , (0, y^) , (0, y^) 
et {Xft yt) soient les points, c'est-à-dire des droites passant chacune par deux de ces 
points; nous aurons, pour l'équation de toutes les lignes du second ordre admettant les 
quatre premiers points , 

et, pour équation de condition indiquant la position du point (Xf , 2/i) , 
et par suite, en éliminant X entre ces deux fonctions , 

ou l'équation demandée. 

Les relations (1) et (2) et même celles (3) et (4) sont assez longues à écrire, aussi peut-on 
abréger par des notations convenables. En effet, soient, les axes étant quelconques, 

A = 0, B=-0, C«=0 et D = 

les équations de quatre droites passant par quatre des points précédents, pris deux 
À deux , 

AB + xCD = (5) 

sera , X étant une indéterminée , l'équation demandée. 

Ceci posé, appelons A^ B^ G' et D' ce que deviennent A, B, G et D en y remplaçant 
x et f/ par x^ et y^ , nous aurons 

A'F + xC'D'^O (6); 
d'où , en éliminant X entre (5) et (6) , pour le lieu 

C'D'AB = A'B'CD... (;p). 

GoROLLAniB. De la forme (§14, Prob, IX) de la distance d'un point à une droite, il 
résulte que A, B, G et D peuvent être considérés comme les distances d'un point quelcon- 
que {x, y) aux c6té8 du quadrilatère inscrit dans une section conique, et comme (t) donne 



'Tfc' 



ÂB A'B 

CD " C¥' == "'"*''"'''' 



400 Leçon LX. — Problèmes. 

on en déduit ce théorème : Le produit des distances d'un point quelconque d'une section 
conique à deux côtés opposée d'-un ijuadritatère inscrit, est au produit des distances de ce 
même point aux deux autres côtés fjians un rapport constant. 

N. B. Le lieu du centre de toutes les courbes caractérisées par (5) s'obtiendrait en éli- 
minant ). entre les dérivées de (5), crises successivement par rapporta x et par rapport à y. 

Problème II. 

Déterniner U parab<te;|imit ftf fum points Améi. 

Nous avons trouvé (§ 231, Théor, /, Corol. Il), pour Téquation de toutes les courbes 
du second ordre passant par quatre points donnéf , 

Or, (1) sera une parabole si les termes du secpnd degré forment un carré parfait, c'est- 
à-dire qu'on doit avoir 



( 



'+^+-s)'-s^-»* 



donc, en éliminant X entre (l) et (^), on obtiendra laj;>ambole d^piandée. 

Discussion. Le produit aba^b^ négatif, donnant pour X des expressions imaginaires, 
indiquera qu'aucune parabole ne pourra passer par les -points donnés; tandis que si le 
même produit est posivif, deux paraboles •seront possiblas. C^axis le premier ^cas, le qua- 
drilatère des quatre points sera ooncaveiet coinvexe dans le second. 

Problème III. 

|ul4i( ^0 Uii ds jentftidii Miirbet>di wnÊi •rdMÔMMuritts i in tringle «ipMMit par u foiptrdNBé? 

Soient 

a = 0, /3 = et 7 = 

les équations des trois côtés du triangle ; nous aurons , pour toutes ces courbes 

Xa(3 + f^ay + v|3y = (1); 
et, à cause de la situation du point 'donné, 

■ xa /3' + ^.ay -h v/3y = (2). 

Donc, si on éliminait X, pi. et v entre (2) et les dérivées par rapport à x et par rapport 
à ^ de (1), on obtiendrait le lieu demandé. 

N. B. Nous ferons de nouveau observer au lecteur que lorsque les conditions géomé- 
triques imposées à la courbe du second ordre, sont au nombre de quatre seulement, U 
existe une infinité de lignes satisfaisant à ces conditions, et alors on peut se proposer de 
ttrovfer le lieu géométrique d'un point remarquable de :toutes ces courbes, au le lieu de 
<toat«aiitre' point convenablemAot défini. Pour: résoudre ces problèmi68,'qui pe soçt (imeées 
eas "particuliers de la théorie déjà exposée (Lbçon VI), adirés avoir Introduit les quatre 
exigences géométriques dans l'équation de la courbe . ne laissant plus qu'une constante 
arbitraire, on élimine cette dexviiére au moyen des relations donnant les coordonnées du 
point remarquable indiqué. 
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Problème IV. 

(lelle eit It courbe di lecoid ofdre tufente i iwi droitei donées ei des poiits douéi et passant par m antre 
poiitdoué. 

Soient a = 0, P = les équations des deux tangentes et 7 = celle de la droite des 
points de contacts; nous aurons d'abord 

X étant une constante indéterminée. D'un autre côté, le lieu devant passer parle point 
(ar', 1/0, on aura 

«'^' + x/» =0 (2) ; 

d*où, en éliminant X, 

7'««|3 = «'^y (<p); 

c'est-à-dire, comme (1), une courbe du second ordre. 

Corollaire. X étant une constante, (1) indique : que le produit des distances d*un point 
quelconque d*une section conique à deux tangentes est au carré de la distance de ce point à 
la corde des contacts (7 = 0) dans un rapport constant. 

Problème V. 
TroiTer le liei dei seanets des kyperbelei ayat ue asysplete et u feyer eeuuiis (fig. 176). 

Prenons Tasymptote pour axe des Y et la perpendiculaire abaissée du îoy&t sur Tasymp- 
tote pour axe des abscisses ; nous aurons (0 , d) étant le foyer, 

»• + (« — d)* - (f-y + va: + 7r)» = (1), 

pour toutes ces hyperboles; toutefois comme l'axe des ordonnées est une asymptote, pour 
X = , on doit avoir deux racines infinies pour y , d'où 

i — u} = et .77 = 0; 
et par suite (1) est réduit à 

y^ + (x — d)« — (i y + vx)^ = (2). 
Soit (« , fi) les coordonnées d'un sommet d'une des hyperboles (2) , nous aurons 

P« + (a_d)»— (i l3 + va)«==0 (G); 

et, comme la droite des points (a, f) et {0, d) doit étra perpendiculaire à la directrice , 
il vient 

-î^=±-... (G'). 

Ainsi (G) et (G^ constituent les génératrices du point cherché, avec v comme constante 
variable; et par suite , en éliminant v , 

|3« (a« — d«) + a* (« — d)« = 0; 
c'est-à-dire la fonction déjà trouvée (page 366) par un procédé distinct du précédent. 

52 
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Problème VI. 

Trouver la lien g^mélriqne des foyers des paraboles ayait mèiie directrice et «i peiit connu [fig. \U, 1)]. 

Prenons pour axes coordonnés la directrice et la perpendiculaire passant par le point 
donné (0, d); nous avons, pour l'équation générale de toutes ces paraboles, 

(x— «)« + (y — (3)« — (uy + va; + r)» = (1), 

avec la relation 

ft«4.v» = l... (2). 

L'axe des Y étant la directrice jA2/ + va; + w = 0,onaa:==0 pour cette droite, donc 
(l) devient 

(x-a)* + (y — ^)* — X* = 0... (3) 

car V == 1 , par suite de p. = et ir = 0. 
Or, (3) devant passer par le point (rf, 0), on aura, pour le lieu demandé. 

Relation identique à celle que donneraient les considérations géométriques données à 
la page 292. 

Problème VIL 
Tronver la courbe dn secoid ordre ayant u foyer counn F et passait par trois poiits dooifts I, I' et I". 

Prenons F pour origine et soient (x\ y') y (x^\ y"), (x"\y'^') les points donnés, nous 
aurons, pour cette courbe, 

«' + »»— (F» + va; + r)* = (1); 

et, pour déterminer jx, v et ^, 






ay" + v.r"' + - = l/^'"* + f'^ = ± 5"'. 

Discussion. Les seconds membres de ces trois relations donnent huit combinaisons, 
mais réductibles à quatre : En effet , (1) ne subit aucune altération en changeant {a , v et ir 
en — [A , — V et — ir , il en résulte que si après avoir pris tous les seconds membres avec 
certains signes, on les prend avec des signes opposés, on aura li même système. Ainsi il 
ne reste qu*A examiner les quatre cas suivants : 

I- y» ^" ot ^'" positifs. Dans ce cas , les coordonnées des points M', M'', M!" substituées 
dans le premier membre de la directrice 

fX2/ + va? + t: i= 
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donnent des résultats de même signe. Les trois points 9ont donc du môme côté de la direc- 
trice ; et alors : 

^ > 0, place les trois points et le foyer d'un môme côté de la directrice; et la courbe 
peut être Elliptique, Parabolique ou Hyperbolique. 

ir < 0, indique que les points et le foyer sont de part et d'autre de la directrice ; et la 
solution ne peut être qu'une Hyperbole. 

II. a > 0, a > et 'à < ; J Dans chacun de ces cas, il y aura deux 

III. (î' > 0, (î" < et S"' > 0; > points d'un côté de la directrice et le troi- 

IV. 5' > ^' < et 5'" < 0* ] sièmo de l'autre côté. Donc une /it/per^o/5. 

Ainsi le problème admet, en général, quatre solutions, parmi lesquelles se trouvent 
au moins trois hyperboles. 

Remarque. Ce problème a une grande importance en astronomie , où il sert à déter- 
miner la trajectoire d'une planète en fonction de trois positions de l'astre. 

N. B. Ce problème a déjà été résolu géométriquement à la page 96 (Ûg. 78 et 79). • 

Théorème I. 

LonfM deax leetioni coiifvei Mat dosbloieDt taigentes à ime troisièma, deux sécantes commues passent par le 
poiit de reacoatre des cordes de contact. 

Soit S = une courbe du second ordre ; 7 =3 , y = les équations de ses cordes de 
contact avec S, =30etSa = 0; ces dernières seront évidemment 

S— X7« = et S — xy* = 0; 

d'où , en combinant ces relations par voie de soustraction , 



xy* — x'y'* = ou 7 



- ^ •'■ v/i 



pour les cordes réelles ou imaginaires des intersections de S^ et S, : et ces cordes sont 
vérifiées par 

y = et / == 0. 

■ 

Théorème II. 

Si en cenpe nne coBrbe da troisième ordre par nne droite qnelconqne 3=0, les tangentes anx points d'intersec- 
tion coapont la courbe en des points fni soat ea ligae droite. 

D'abord a, *', a'', /5 et 7 désignant des fonctions entières du premier degré en x et y, 
et X une constante indéterminée, nous aurons 

(x.a:ar — X.6V = 

pour l'équation générale du troisième degré à deux variables, car elle contient onze cons- 
tantes; on peut môme prendre à volonté une des fonctions linéaires. 
Or, les droites 



m Leçon LX. — Exercices. 

Bont tangentes à la courbe pour la sécante à volonté 

(3 = 0; 

et les points où ces droites coupent 

y = 

appartiennent aussi à la courbe. C. Q. F. D. 

Corollaire. En prenant ^ à votonté, on en déduit : si par chacun des points (Cintersec- 
lion d*une courbe du second d^gré avec une séante 7 = 0, (m trace des tangentes à la 
courbe, les points de contact de ces tangentes sont trois à trois en ligne droite. 

Théorème III. 

Si 01 eoape me cosrbe di ^trièBe degré par ue dnite fielooBqie et f b'mx iiUnaoiiou ii aèie dei taifeitM, 
lei tait aitrei peiits de reicoitre de cet tngeites ifec U cevle tereit iir ue iMtiH «liqie. 

Ce théorème résulte de ce que toute équation du quatrième degré peut être mise 
sous la forme 

a'a"«'"a»' — )t/5«9 « 0, 

9 étant un polynôme du second degré à deux variables et qu on peut prendre f à volonté 
puisqu'il reste encore 14 constantes. 

N. B. Les deux théorèmes précédents sont extraits d'un traité de géométrie analytique 
par MM. Briot et Bouquet. 



10 Quel est le lieu des sommets des paraboles tangentes à trois données? 

2^ Quel est le lieu des foyers des hyperboles ayant un même sommet et une asymptote 



commune. 



30 Quel est le lieu des centres des ellipses ayant un sommet commun et deux tangentes 
communes perpendiculaires entre elles. 

40 Si d'un point extérieur on mené des tangentes à une courbe du second ordre, ces deux 
tangentes sont également inclinées sur les droites allant du point donné aux deux foyers. 



FIN. 



/ 




